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� ½²®© · ±²¨ °¥·¼ ¨¤�¥² ® ¨ ¨¡®«¥¥ ¨­²¥°¥±­»µ ± ²®·ª¨ §°¥-

­¨¿ ´¨§¨ª¨  ±¯¥ª² µ ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿ | ® ¯®¢¥¤¥­¨¨ ° §«¨·-

­»µ ¢¥«¨·¨­ ¢ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­®© ¡«¨§®±²¨ ª ¯®°®£³ ¯°®²¥ª ­¨¿.

� ¯°¥¤¸¥±²¢³¾¹¨µ · ±²¿µ £®¢®°¨«®±¼, ·²® ² ª¨¥ ´¨§¨·¥±ª¨¥ ¢¥-

«¨·¨­», ª ª ±¯®­² ­­ ¿ ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¼ ´¥°°®¬ £­¥²¨ª  ± ¯°¨-

¬¥±¿¬¨ ¨«¨ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼ ±¥²ª¨ ± ¡«®ª¨°®¢ ­­»¬¨ ³§« ¬¨

®¡° ¹ ¾²±¿ ¢ ­³«¼ ¢ ¯®°®£®¢®© ²®·ª¥. � ½²®© · ±²¨ ®¡±³¦¤ ¾²±¿

§ ª®­», ª®²®°»¥ ®¯¨±»¢ ¾² ¨µ ¯®¢¥¤¥­¨¥ ¢¡«¨§¨ ¯®°®£ . �«¿ ¢»-

¢®¤  ½²¨µ § ª®­®¢ ­¥®¡µ®¤¨¬® ¯®­¨¬ ²¼ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢ 

¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥° .
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�« ¢  11.

�¥¸�¥²ª  �¥²¥��

� £«. 5 ¡»«® ¯®ª § ­®, ·²® ¯®°®£¨ ¯°®²¥ª ­¨¿ ­¥ª®²®°»µ ¯«®±ª¨µ

§ ¤ · ¬®£³² ¡»²¼ ®¯°¥¤¥«¥­» ²®·­®. �¤­ ª® ­¨£¤¥ ­¥ £®¢®°¨«®±¼,

·²® ¬®¦­® ­ ©²¨ ² ª¦¥ ´³­ª¶¨¾ � (µ) | ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²®

­¥ª®²®°»© ³§¥« ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¡¥±ª®­¥·­®¬³ ª« ±²¥°³. � ­ ±²®¿-

¹¥¥ ¢°¥¬¿ ²®·­»¥ ¢»° ¦¥­¨¿ ¤«¿ ½²®© ´³­ª¶¨¨ (² ª ¦¥, ª ª ¨

¤«¿ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¨ ±¥²ª¨) ­¥¨§¢¥±²­» ­¨ ¤«¿ ¯«®±ª¨µ, ­¨

¤«¿ ²°�¥µ¬¥°­»µ § ¤ ·. �±ª«¾·¥­¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ² ª ­ §»¢ ¥¬ ¿

°¥¸�¥²ª  �¥²¥, ª®²®°³¾, ª ª ¡³¤¥² ¯®ª § ­® ­¨¦¥, ±«¥¤³¥² ª« ±-

±¨´¨¶¨°®¢ ²¼ ª ª °¥¸�¥²ª³ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ± ¡¥±ª®­¥·­»¬ ·¨±«®¬

¨§¬¥°¥­¨©. �¨¦¥ ¨§« £ ¾²±¿ ¯®±² ­®¢ª  ¨ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ ³§«®¢

­  °¥¸�¥²ª¥ �¥²¥.
11.1. �«³µ¨

À�²® ¦ §  ¢§¤®°, ¢ ± ¬®¬ ¤¥«¥, ° §­¥±«¨ ¯® £®°®¤³? �²® ¦¥

§  ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ² ª®¥, ·²® ­¥ ³±¯¥¥¸¼ ¯®¢®°®²¨²¼±¿,   ²³² ³¦¥

¨ ¢»¯³±²¿² ¨±²®°¨¾,   µ®²¿ ¡» ª ª®©-­¨¡³¤¼ ±¬»±« ¡»«...Á |

¢®§¬³¹ «±¿ �¨ª®« © � ±¨«¼¥¢¨· �®£®«¼, ®¯¨±»¢ ¿, ª ª ­¥«¥¯ ¿

197
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±¯«¥²­¿, ° ±¯³¹¥­­ ¿ ¤¢³¬¿ ¤ ¬ ¬¨, ¯®£³¡¨«  ¬­®£®®¡¥¹ ¾¹³¾

 ¢ ­²¾°³ �¨·¨ª®¢ . | À�²® ¯°¥¤¯°¨¿²¨¥ ³¤ «®±¼ ¯°®¨§¢¥±²¨ ¨¬

± ­¥¡®«¼¸¨¬ ¢ ¯®«· ± . �®°®¤ ¡»« °¥¸¨²¥«¼­® ¢§¡³­²®¢ ­: ¢±�¥

¯°¨¸«® ¢ ¡°®¦¥­¨¥, ¨ µ®²¿ ¡» ª²®-­¨¡³¤¼ ¬®£ ·²®-«¨¡® ¯®­¿²¼Á.

�¨±. 11.1. �¥¸�¥²ª  �¥²¥ ± q = 3. �¢¥²«»¥ ª°³¦ª¨ | «¾¤¨ ª ²¥£®°¨¨ C,
²�¥¬­»¥ | ª ²¥£®°¨¨ T .

�«³µ¨, ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®, ° ±¯°®±²° ­¿¾²±¿ ±® ±ª §®·­®© ¡»±²°®-

²®©. � ½²® ¯¥°¥±² �¥² ¡»²¼ ³¤¨¢¨²¥«¼­»¬, ¥±«¨ ° ±±¬®²°¥²¼ ¯°¥¤-

« £ ¥¬³¾ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª³¾ ¬®¤¥«¼.

�®¤¥«¼ ¨§®¡° ¦¥­  ­  °¨±. 11.1,  . �®¯³±²¨¬, ·²® ­¥ª ¿ À¢®

¢±¥µ ®²­®¸¥­¨¿µ ¯°¨¿²­ ¿ ¤ ¬ Á, ®¡®§­ ·¥­­ ¿ ª°³¦ª®¬ �, ±®-

®¡¹¨«  ±¢¥¤¥­¨¿ ²°�¥¬ ±¢®¨¬ §­ ª®¬»¬: �1, �2 ¨ �3. � ¦¤»© ¨§

­¨µ ¯¥°¥¤ « ¨µ ¥¹�¥ ²°�¥¬ ±¢®¨¬ §­ ª®¬»¬, ² ª ·²® À¨§ ¢²®°»µ
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°³ªÁ ¨­´®°¬ ¶¨¾ ¯®«³·¨«¨ 9 ·¥«®¢¥ª, ®¡®§­ ·¥­­»¥ ª°³¦ª ¬¨

�. � ¦¤»© ¨§ ½²¨µ 9 ·¥«®¢¥ª ²®¦¥ ¯¥°¥¤ « ¨­´®°¬ ¶¨¾ ²°�¥¬

±¢®¨¬ §­ ª®¬»¬, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ± ­¥© ®§­ ª®¬¨«¨±¼ ¥¹�¥ 27

·¥«®¢¥ª. �¥£ª® ¯®¤±·¨² ²¼, ·²® À¨§ ¤¥±¿²»µ °³ªÁ ±¢¥¤¥­¨¿ ¯®«³-

· ² 310 = 59049 ·¥«®¢¥ª! �±«¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ­  ¯¥°¥¤ ·³

¨­´®°¬ ¶¨¨ ²°�¥¬ ±¢®¨¬ §­ ª®¬»¬ ª ¦¤»© ·¥«®¢¥ª § ²° ²¨² 20

¬¨­, ²® ¯®«³·¨²±¿, ·²® ¢±�¥ ¤¥«® § ©¬�¥² 200 ¬¨­ = 3 · 20 ¬¨­.

� §³¬¥¥²±¿, ½²  ¬®¤¥«¼ ±¨«¼­® ³¯°®¹ ¥² °¥ «¼­® ¯°®¨±µ®¤¿¹¨©

¯°®¶¥±±. �·¨² ¥²±¿, ·²® ·¨±«® §­ ª®¬»µ ³ ¢±¥µ «¾¤¥© ®¤­® ¨ ²®

¦¥. �°®¬¥ ²®£®, ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ª ¦¤»© ·¥«®¢¥ª ¯®«³· ¥²

±¢¥¤¥­¨¿ ²®«¼ª® ®² ®¤­®£® ·¥«®¢¥ª . �²® §­ ·¨², ·²® ¢ ª ¦¤»©

ª°³¦®ª (°¨±. 11.1,  ) ¢µ®¤¨² ²®«¼ª® ®¤­  «¨­¨¿. �« £®¤ °¿ ½²®¬³

±¢®©±²¢³ ¬®¤¥«¼ ­ ¯®¬¨­ ¥² ¤¥°¥¢®, ¡¥±ª®­¥·­® ° §¢¥²¢«¿¾¹¥¥±¿

¢® ¢±¥ ±²®°®­». � ¦¤»© ª°³¦®ª ¬®¦­® ±·¨² ²¼ ®±­®¢ ­¨¥¬ ±¢®¥£®

¤¥°¥¢ , ¯°¨·�¥¬ ¤¥°¥¢¼¿, ¢»°®±¸¨¥, ­ ¯°¨¬¥°, ¨§ ª°³¦ª®¢ �1, �2

¨ �3, ­¥ ¨¬¥¾² ¬¥¦¤³ ±®¡®© ­¨ ®¤­®£® ®¡¹¥£® ª°³¦ª . �® ¦¥

± ¬®¥ ¬®¦­® ±ª § ²¼ ¨ ® ¤¥°¥¢¼¿µ, ®±­®¢ ­¨¿¬¨ ª®²®°»µ ¿¢«¿¾²±¿

ª°³¦ª¨ �, ¨ ². ¤.

� ­ ³·­®© «¨²¥° ²³°¥ ½²  ¬®¤¥«¼ ² ª ¨ ­ §»¢ ¥²±¿ | ¤¥°¥¢®.

��¥ ­ §»¢ ¾² ² ª¦¥ °¥¸�¥²ª®© �¥²¥ ¯® ¨¬¥­¨ §­ ¬¥­¨²®£® ´¨§¨-

ª  � ­±  �¥²¥. �°³¦ª¨, ¨§®¡° ¦�¥­­»¥ ­  °¨±. 11.1,   ¿¢«¿¾²±¿

³§« ¬¨ ½²®© °¥¸�¥²ª¨. �¨±«® «¨­¨©, ¢»µ®¤¿¹¨µ ¨§ ª ¦¤®£® ³§« 

°¥¸�¥²ª¨ �¥²¥, ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°®¨§¢®«¼­»¬ (­® ®¤¨­ ª®¢»¬ ¤«¿ ¢±¥µ

³§«®¢). �¡®§­ ·¨¬ ½²® ·¨±«® ·¥°¥§ q. �  °¨±. 11.1,   ¨§®¡° ¦¥­ 

°¥¸�¥²ª  ± q = 3.

�±¯®¬­¨¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¡®«¼¸¨­±²¢® «¾¤¥© ¨¬¥¥² ±®¡±²¢¥­­³¾

²®·ª³ §°¥­¨¿ ¨ ­¥ ³· ±²¢³¥² ¢ ° ±¯°®±²° ­¥­¨¨ ±«³µ®¢. � §¤¥-
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«¨¬ ¢±¥µ «¾¤¥© ­  ¤¢¥ ª ²¥£®°¨¨: ª ª ²¥£®°¨¨ �, ¨§®¡° ¦ ¥¬®©

­  °¨±³­ª¥ ±¢¥²«»¬¨ ª°³¦ª ¬¨, ®²­¥±�¥¬ «¾¤¥©, ¯¥°¥¤ ¾¹¨µ ¯®-

«³·¥­­³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾ ±¢®¨¬ §­ ª®¬»¬ (°¨±. 11.1, ¡). �§ ½²¨µ

ª°³¦ª®¢ ¬®¦¥² ¢»µ®¤¨²¼ q ±²°¥«®ª. � ª ²¥£®°¨¨ � , ¨§®¡° ¦ -

¥¬®© ·�¥°­»¬¨ ª°³¦ª ¬¨, ®²­¥±�¥¬ «¾¤¥©, ª®²®°»¥ ­¥ ³· ±²¢³¾²

¢ ° ±¯°®±²° ­¥­¨¨ ±«³µ®¢. �§ ·�¥°­»µ ª°³¦ª®¢ (°¨±. 11.1, ¡) ­¥

¢»µ®¤¨² ­¨ ®¤­®© ±²°¥«ª¨.

� «¨·¨¥ ·�¥°­»µ ª°³¦ª®¢ ±¨«¼­® ¢«¨¿¥² ­  ¯°®¤¢¨¦¥­¨¥ ±«³µ .

� ±±¬®²°¨¬ ª®­´¨£³° ¶¨¾, ¨§®¡° ¦�¥­­³¾ ­  °¨±. 11.1, ¡. �§ ²°�¥µ

ª°³¦ª®¢, �1, �2, �3, «¨¸¼ ®¤¨­ ®ª § «±¿ ±¢¥²«»¬ ¨ ¯¥°¥¤ « ±«³µ

¤ «¼¸¥. �°³¦ª¨ �1, �2 ¨ �3 ± ³¤®¢®«¼±²¢¨¥¬ ¡» ¯®±¯«¥²­¨· «¨,

­®�1 ¨�3 ­¨·¥£® ¨¬ ­¥ ¯¥°¥¤ «¨. �§ �4,�5, �6 ª � ¯°¨­ ¤«¥¦¨²

«¨¸¼ �6. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨§ ¢²®°»µ °³ª ¢¬¥±²® 9 ·¥«®¢¥ª ±«³µ

¤®¸�¥« «¨¸¼ ¤® ²°�¥µ, ¯°¨·�¥¬ ¢ ±«¥¤³¾¹¨¥ °³ª¨ ¥£® ¯¥°¥¤ ±² «¨¸¼

�6.

�®¯³±²¨¬, ·²® ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¿ ±¨±²¥¬  ­¨·¥¬ ­¥ ®£° ­¨·¥­ 

¨ ¨¬¥¥² ¡¥±ª®­¥·­®¥ ª®«¨·¥±²¢® ª°³¦ª®¢. �®£¤  ¬®¦­® ¯®±² ¢¨²¼

±«¥¤³¾¹¨© ¢®¯°®±. �¬°�¥² ¯®±«¥ ª®­¥·­®£® ·¨±«  ¯¥°¥¤ · ¢»¸¥¤-

¸¨© ¨§ ²®·ª¨ � ±«³µ ¨«¨ ®­ ³©¤�¥² ­  ¡¥±ª®­¥·­®¥ ° ±±²®¿­¨¥ ®²

� ¨ ¢ ¡¥±ª®­¥·­®© ±¨±²¥¬¥ ±² ­¥² ¤®±²®¿­¨¥¬ ¡¥±ª®­¥·­®£® ·¨±-

«  «¨¶? � ª ¢¨¤­® ¨§ °¨±. 11.1, ¡, ½²® § ¢¨±¨² ®² ®²­®±¨²¥«¼­®£®

ª®«¨·¥±²¢  ±¢¥²«»µ ¨ ²�¥¬­»µ ª°³¦ª®¢ ¨ ®² ª®­´¨£³° ¶¨©, ¢®§­¨-

ª ¾¹¨µ ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ³§« .

�® ±³¹¥±²¢³ °¥·¼ ¨¤�¥² ® § ¤ ·¥ ³§«®¢ ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿, ²®«¼-

ª® ±´®°¬³«¨°®¢ ­­®© ­  °¥¸�¥²ª¥ �¥²¥. �³±²¼ ¤®«¿ «¾¤¥© ª -

²¥£®°¨¨ � ° ¢­  µ. �²® §­ ·¨², ·²® ¢»¡° ­­»© ­ ³£ ¤ ·¥«®¢¥ª

± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ µ ®ª ¦¥²±¿ ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨¬ ª ª ²¥£®°¨¨ � ¨ ±
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¢¥°®¿²­®±²¼¾ 1 � µ | ª ª ²¥£®°¨¨ � . �®¯°®±, ª®²®°»© ­³¦­®

°¥¸¨²¼, ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬. � ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ � (µ) ²®£®, ·²®

±«³µ, ±®®¡¹�¥­­»© ¢»¡° ­­®¬³ ­ ³£ ¤ ·¥«®¢¥ª³, ±² ­¥² ¤®±²®¿­¨-

¥¬ ¡¥±ª®­¥·­®£® ·¨±«  «¨¶? �±­®, ·²® ¯°¨ ¬ «»µ §­ ·¥­¨¿µ µ ½² 

¢¥°®¿²­®±²¼ ° ¢­  ­³«¾, ­®, ®¤­ ª®, ®­  ±² ­®¢¨²±¿ ®²«¨·­®© ®²

­³«¿, ­ ·¨­ ¿ ± ­¥ª®²®°®£® ª°¨²¨·¥±ª®£® §­ ·¥­¨¿ µ = xc.
11.2. �¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ ³§«®¢ ­  °¥¸�¥²ª¥ �¥²¥

�¬¥±²® ´³­ª¶¨¨ � (µ) ³¤®¡­® ¢¢¥±²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ±«³µ,

±®®¡¹�¥­­»© ¢»¡° ­­®¬³ ­ ³£ ¤ ·¥«®¢¥ª³, ­¥ ±¤¥« ¥²±¿ ¤®±²®¿-

­¨¥¬ ¡¥±ª®­¥·­®£® ·¨±«  «¨¶. �¡®§­ ·¨¬ ½²³ ¢¥°®¿²­®±²¼ ·¥°¥§

Q(µ). �·¥¢¨¤­®, ·²®

Q(µ) = 1� P (µ); (11.1)

² ª ª ª ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»¥ ±®¡»²¨¿ ®¡° §³¾² ¯®«­³¾ ±¨±²¥¬³ ±®-

¡»²¨©.
�«¿ Q(µ) ¬®¦­® ±®±² ¢¨²¼  «£¥¡° ¨·¥±ª®¥ ³° ¢­¥­¨¥. � ±±³-

¦¤ ²¼ ­³¦­® ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �¥°¥¤ ·  ±«³µ  ¬®¦¥² ¯°¥°»-

¢ ²¼±¿ ¯® ¤¢³¬ ­¥±®¢¬¥±²¨¬»¬ ¯°¨·¨­ ¬. �¥°¢ ¿ ±®±²®¨² ¢ ²®¬,

·²® ¢»¡° ­­»© ­ ³£ ¤ ·¥«®¢¥ª ®ª ¦¥²±¿ ¨§ ª ²¥£®°¨¨ � . �²®° ¿

¯°¨·¨­  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® µ®²¿ ·¥«®¢¥ª ®ª ¦¥²±¿ ¨§ ª ²¥£®°¨¨ �

¨ ¯¥°¥¤ ±² ±«³µ q «¾¤¿¬, ¢±¥ ª ­ «», ¢¥¤³¹¨¥ ®² ½²¨µ «¾¤¥©, ­ 

° §­»µ ½² ¯ µ ¯°¥°¢³²±¿. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¥°®¿²­®±²¼ Q ¯°¥¤±² -

¢«¿¥² ±³¬¬³ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¤¢³µ ­¥±®¢¬¥±²¨¬»µ ±®¡»²¨©. �¥°®¿²-

­®±²¼ ²®£®, ·²® ¢»¡° ­­»© ­ ³£ ¤ ·¥«®¢¥ª ®ª ¦¥²±¿ ¨§ ª ²¥£®°¨¨

� , ° ¢­  1�µ. �¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ®­ ®ª ¦¥²±¿ ¨§ ª ²¥£®°¨¨ �,
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­® ¯¥°¥¤ ·  ±«³µ  ¯°¥°¢�¥²±¿ ­  ¡®«¥¥ ¤ «�¥ª¨µ ½² ¯ µ, ®¡®§­ ·¨¬

¯®ª  ·¥°¥§ W 0. �®£¤ 

Q = 1� x+W 0:

�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ¢¥°®¿²­®±²¨ W 0. �±µ®¤, ª®²®°»© ®­  ®¯¨-

±»¢ ¥², ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ®¤­®¢°¥¬¥­­®£® ®±³¹¥±²¢«¥­¨¿ ¤¢³µ

±®¡»²¨©:

1. ¢»¡° ­­»© ­ ³£ ¤ ·¥«®¢¥ª ®ª §»¢ ¥²±¿ � (¢¥°®¿²­®±²¼ ½²®£®

±®¡»²¨¿ ° ¢­  µ),

2. ¢±¥ q ª ­ «®¢, ¢¥¤³¹¨¥ ®² §­ ª®¬»µ ¢»¡° ­­®£® ­ ³£ ¤ ·¥«®-

¢¥ª , ­  ª ª®¬-­¨¡³¤¼ ½² ¯¥ ¯°¥°»¢ ¾²±¿.

�·¥¢¨¤­®, ·²® ½²¨ ¤¢  ±®¡»²¨¿ ­¥§ ¢¨±¨¬». �®½²®¬³ ¢¥°®¿²­®±²¼

W 0 ° ¢­  ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¥©: W 0 = xW (µ), ² ª ·²®

Q = 1� x+ xW (µ); (11.2)

£¤¥W (µ) | ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¢±¥ q ª ­ «®¢ ­  ª ª®¬-²® ½² ¯¥

¯°¥°»¢ ¾²±¿ (° §³¬¥¥²±¿, ½²®² ½² ¯ ¬®¦¥² ¡»²¼ ° §­»¬ ³ ° §­»µ

ª ­ «®¢).

� ±±¬®²°¨¬ ®¤¨­ ¨§ q ª ­ «®¢, ­ ·¨­ ¾¹¨µ±¿ ± ®¤­®£® ¨§ §­ -

ª®¬»µ ¢»¡° ­­®£® ­ ³£ ¤ ·¥«®¢¥ª . �®¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬,

·²® ½²®² ª ­ « £¤¥-²® ¯°¥°»¢ ¥²±¿, ½ª¢¨¢ «¥­²­® ²®¬³, ·²® ±«³µ,

±®®¡¹¥­­»© ¤ ­­®¬³ §­ ª®¬®¬³, ­¥ ±² ­¥² ¤®±²®¿­¨¥¬ ¡¥±ª®­¥·-

­®£® ·¨±«  «¨¶. �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¼ ½²®£® ±®¡»²¨¿ ° ¢­ 

Q(µ).

�«¿ ¤ «¼­¥©¸¥£® ®ª §»¢ ¥²±¿ ®·¥­¼ ¢ ¦­»¬, ·²® ¤¥°¥¢¼¿, ®±­®-

¢ ­¨¿¬¨ ª®²®°»µ ¿¢«¿¾²±¿ q §­ ª®¬»µ ¢»¡° ­­®£® ­ ³£ ¤ ·¥«®-
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¢¥ª , ­¥ ¨¬¥¾² ®¡¹¨µ ª°³¦ª®¢. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¥±«¨ ³ ®¤­®-

£® ¤¥°¥¢  ¨¬¥¥²±¿ ®¯°¥¤¥«�¥­­ ¿ ª®­´¨£³° ¶¨¿ ±¢¥²«»µ ¨ ²�¥¬­»µ

ª°³¦ª®¢, ²® ½²® ­¥ ¢«¨¿¥² ­  ¢¥°®¿²­®±²¼ «¾¡®© ª®­´¨£³° ¶¨¨

ª°³¦ª®¢ ³ ¤°³£¨µ ¤¥°¥¢¼¥¢. (�·¥¢¨¤­®, ·²® ¯°¨ ­ «¨·¨¨ ®¡¹¨µ

ª°³¦ª®¢ ¯®±«¥¤­¥¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¡»«® ¡» ­¥¢¥°­»¬.) �®½²®¬³ ±®-

¡»²¨¿, ±®±²®¿¹¨¥ ¢ ²®¬, ·²® ±«³µ ¯°¥°»¢ ¥²±¿ ¢ ®¤­®¬ ¨ ¢ ¤°³£®¬

ª ­ « µ, ­¥§ ¢¨±¨¬».

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¢±¥ q ª ­ «®¢ ¯°¥°»¢ -

¾²±¿, ° ¢­  ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¥© ²®£®, ·²® ¯°¥°»¢ ¥²±¿ ¯®

®²¤¥«¼­®±²¨ ª ¦¤»© ¨§ q ª ­ «®¢:

W (µ) = [Q(µ)]q: (11.3)

�®¤±² ¢«¿¿ ´®°¬³«³ (11.3) ¢ (11.2), ¯®«³· ¥¬ ³° ¢­¥­¨¥ ¤«¿

Q(x):

Q(µ) = 1� µ+ µ[Q(µ)]q: (11.4)

� ¬¥²¨¬, ·²® °¥¸ ¾¹¨¬ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢®¬, ¯®§¢®«¨¢¸¨¬ ±¢¥±²¨

§ ¤ ·³ ª  «£¥¡° ¨·¥±ª®¬³ ³° ¢­¥­¨¾ (11.4), ¿¢¨« ±¼ ­¥§ ¢¨±¨-

¬®±²¼ ° §«¨·­»µ ª ­ «®¢. �²® ±¢®©±²¢® ¯°¨±³¹¥ ¨±ª«¾·¨²¥«¼­®

°¥¸�¥²ª¥ �¥²¥, ¨ ¯®²®¬³ ¨±¯®«¼§®¢ ­­»© ¢»¸¥ ¬¥²®¤ ¢ ¯°¨¬¥­¥­¨¨

ª ®¡»·­»¬ °¥¸�¥²ª ¬ ­¥ ¯°¨¢®¤¨² ª ³±¯¥µ³, µ®²¿ · ±²® ³¯®²°¥¡«¿-

¥²±¿ ¤«¿ ¯®«³·¥­¨¿ ¯°¨¡«¨¦�¥­­® ¯° ¢¨«¼­®£® °¥¸¥­¨¿.

�¥°¥©¤�¥¬ ª  ­ «¨§³ ³° ¢­¥­¨¿ (11.4). �­® ¨¬¥¥² ±¬»±« ¯°¨

¢±¥µ µ ¢ ¨­²¥°¢ «¥ 0 6 µ 6 1. �¥°¥¯¨¸¥¬ ¥£® ·¥°¥§ � (µ) =

1�Q(µ). �®«³·¨¬

[1� � (x)]qµ+ � (µ)� µ = 0: (11.5)
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�¤­¨¬ ¨§ °¥¸¥­¨© (11.5) ¿¢«¿¥²±¿ � (µ) = 0 ¯°¨ ¢±¥µ µ, ®¤­ ª®

³° ¢­¥­¨¥ (11.5) ¯°¨ q > 1 ­¥«¨­¥©­®¥ ¨ ¨¬¥¥² ¤°³£¨¥ °¥¸¥­¨¿. �

· ±²­®±²¨, ¯°¨ µ = 1 °¥¸¥­¨¥¬ ¿¢«¿¥²±¿ ² ª¦¥ � (1) = 1, ¯°¨·¥¬

´¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±« ¨¬¥¥² ¨¬¥­­® ¢²®°®¥ °¥¸¥­¨¥, ² ª ª ª ¥±«¨ ¢±¥

ª°³¦ª¨ ±¢¥²«»¥, ²® ¢¥°®¿²­®±²¼ � ¤®«¦­  ° ¢­¿²¼±¿ ¥¤¨­¨¶¥,  

­¥ ­³«¾.

�¥¸¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨¿ (11.5) «¥£ª® ­ ©²¨ ¯°¨ q = 2. �¥¸¥­¨© ¢

½²®¬ ±«³· ¥ ¤¢ : � (µ) = 0 ¨ P (x) = 2 � 1
x
. �°¨ x > 1

2
´¨§¨-

·¥±ª¨© ±¬»±« ¨¬¥¥² ¢²®°®¥ °¥¸¥­¨¥. �°¨ µ < 1
2
®­® ±² ­®¢¨²±¿

®²°¨¶ ²¥«¼­»¬ ¨ ­¥ ¨¬¥¥² ±¬»±« . �² ª, ¯°¨ q = 2 ±¬»±« ¨¬¥¥²

±«¥¤³¾¹¥¥ °¥¸¥­¨¥:

� (µ) =

�
0 ¯°¨ 0 < x < 1

2

2� 1
x
¯°¨ 1

2
< x < 1

(11.6)

�®°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿ xc ° ¢¥­ ¢ ½²®¬ ±«³·¥¥ 1
2
.

�­ «®£¨·­®¥ °¥¸¥­¨¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¯°¨ ¢±¥µ q > 1, ®¤­ ª® ¯®°®£

¯°®²¥ª ­¨¿ xc § ¢¨±¨² ®² q. � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¬®¦­® ­ ©²¨ xc ¨

¢¨¤ � (µ) ¯°¨ µ, ¡«¨§ª®¬ ª xc, § ° ­¥¥ ¯°¥¤¯®«®¦¨¢ � (µ) � 1,

·²® ¢±¥£¤  ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿. �«¥­

(1�� )q ¢ ³° ¢­¥­¨¨ (11.5) ¬®¦­® ° §«®¦¨²¼ ¯® ´®°¬³«¥ ¡¨­®¬ 
(1� � )q = 1� qP +

q(q � 1)

2
� 2 � : : : (11.7)

� ª ª ª � 6= 1, ª ¦¤»© ¯®±«¥¤³¾¹¨© ·«¥­ §­ ·¨²¥«¼­® ¬¥­¼-

¸¥ ¯°¥¤»¤³¹¥£®. �®½²®¬³ ¯®¤±² ¢¨¬ ´®°¬³«³ (11.7) ¢ ³° ¢­¥­¨¥

(11.5), ±·¨² ¿, ·²® ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ (11.7) ¥±²¼ ²®«¼ª® ²°¨ ­ ¯¨-

± ­­»µ ·«¥­ . �®«³·¨¬

q(q � 1)

2
µ� 2 = q�µ� � :
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�°¥¤¯®« £ ¿ � 6= 0, ¯®¤¥«¨¬ ®¡¥ · ±²¨ ½²®£® ° ¢¥­±²¢  ­  � ¨

­ ©¤�¥¬

P =
(x� 1

q
)2

x(q � 1)
(11.8)

�°¨ q = 2 ´®°¬³«  (11.8) ±®¢¯ ¤ ¥² ± (11.6). �²® °¥¸¥­¨¥

®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ­³«¼ ¯°¨ µ = 1
q
. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® xc =

1
q
. �¥¸¥-

­¨¥ (11.8) ¨¬¥¥² ±¬»±« ¯°¨ q > 1, µ > 1
q
¨ ²®«¼ª® ¯°¨ §­ ·¥­¨¿µ

µ, ®·¥­¼ ¡«¨§ª¨µ ª 1
q
. �®½²®¬³ ¢ §­ ¬¥­ ²¥«¥ ¢»° ¦¥­¨¿ (11.8)

¬®¦­® ¯®«®¦¨²¼ µ = 1
q
. �ª®­· ²¥«¼­® ¯®«³· ¥¬

P (µ) =
(x� 1

q
)2q

q � 1
: (11.9)

�»° ¦¥­¨¥ (11.9) ®¯¨±»¢ ¥² ´³­ª¶¨¾ � (µ) ¢¡«¨§¨ ¯®°®£  ¯°®-

²¥ª ­¨¿.
11.3. �¡±³¦¤¥­¨¥ °¥§³«¼² ²®¢

�°¨ q = 1 ´³­ª¶¨¿ � (µ) = 0 ¯°¨ ¢±¥µ µ ¢ ¨­²¥°¢ «¥ 0 6 x < 1,

¨ ­¨ª ª¨µ ¤°³£¨µ °¥¸¥­¨© ³° ¢­¥­¨¥ (11.5) ¢ ½²®¬ ¨­²¥°¢ «¥ ­¥

¨¬¥¥². �°¨ q = 1 ¨ µ = 1 ³° ¢­¥­¨¥ (11.5) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²±¿

«¾¡»¬ §­ ·¥­¨¥¬ � .

�°¨ q = 1 °¥¸�¥²ª  �¥²¥ ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¢ «¨­¥©­³¾ ¶¥¯®·ª³ ³§-

«®¢. � ² ª®© ¶¥¯®·ª¥ ±ª®«¼ ³£®¤­® ¬ «®¥ ª®«¨·¥±²¢® ·�¥°­»µ ³§«®¢

¯°¥°»¢ ¥² ¯°®²¥ª ­¨¥ ¯® ¡¥«»¬ ³§« ¬¨. �®½²®¬³ ¥±²¥±²¢¥­­®, ·²®

¯°¨ ¢±¥µ µ ¢ ¨­²¥°¢ «¥ 0 6 µ < 1 ° ±¯°®±²° ­¥­¨¥ ±«³µ®¢ ®¡¿-

§ ²¥«¼­® ¯°¥°»¢ ¥²±¿, ². ¥. � (µ) = 0. �­ ·¥­¨¥ xc ¤«¿ «¨­¥©­®©

¶¥¯®·ª¨ ° ¢­® ¥¤¨­¨¶¥.
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� ª ¡»«® ¯®ª § ­® ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §¤¥«¥, ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥

xc =
1
q
. �²®² °¥§³«¼² ² ¬®¦­® ¡»«® ¯°¥¤¢¨¤¥²¼ § ° ­¥¥. � ° ±-

±¬ ²°¨¢ ¥¬®© § ¤ ·¥ ª ¦¤»© ·¥«®¢¥ª ¯¥°¥¤ �¥² ±«³µ q ±¢®¨¬ §­ -

ª®¬»¬. �°¥¤­¥¥ ·¨±«® «¾¤¥© ª ²¥£®°¨¨ � ±°¥¤¨ ½²¨µ §­ ª®¬»µ

° ¢­® qx. �­ ·¨², ¯®±«¥ ª ¦¤®© ¯¥°¥¤ ·¨ ¢¬¥±²® ®¤­®£® ¨±²®·­¨-

ª  ¨­´®°¬ ¶¨¨ ¢ ±°¥¤­ ¥¬ ¢®§­¨ª ¥² qx ¨±²®·­¨ª®¢. � ª¨¬ ®¡° -

§®¬, ¢¥«¨·¨­  qx ¿¢«¿¥²±¿ ª®½´´¨¶¨¥­²®¬ ° §¬­®¦¥­¨¿. �«¿ ²®£®

·²®¡» ¯°®¶¥±± ­¥ ¯°¥ª° ¹ «±¿, ­¥®¡µ®¤¨¬®, ·²®¡» ª®½´´¨¶¨¥­²

° ¬­®¦¥­¨¿ ¡»« ¡®«¼¸¥ ¥¤¨­¨¶». �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ª°¨²¨·¥-

±ª ¿ ª®­¶¥­²° ¶¨¿ xc ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ³±«®¢¨¿ qxc = 1, ². ¥. xc =
1
q
.

� ¯®¬­¨¬, ·²®  ­ «®£¨·­»¬ ®¡° §®¬ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥, ­¥-

®¡µ®¤¨¬®¥ ¤«¿ ¯®¤¤¥°¦ ­¨¿ ¶¥¯­®© °¥ ª¶¨¨ ¤¥«¥­¨¿ ³° ­ . �°®-

¶¥±± ° ±¯°®±²° ­¥­¨¿ ±«³µ®¢, ¯® ±³¹¥±²¢³, ²®¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¶¥¯­®©

°¥ ª¶¨¥© ¨ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¯® ²®© ¦¥ ±µ¥¬¥, ·²® ¨ ¿¤¥°­»© ¢§°»¢.

�­²¥°¥±­® ±° ¢­¨²¼ ¯®«³·¥­­®¥ §­ ·¥­¨¥ xc ± °¥§³«¼² ² ¬¨

°¥¸�¥²®·­»µ § ¤ · ¢ ¯°®±²° ­±²¢ µ ± ¡®«¼¸¨¬ ·¨±«®¬ ¨§¬¥°¥­¨©.

�°¨¡«¨¦�¥­­®¥ ¢»·¨±«¥­¨¥ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿ § ¤ ·¨ ³§«®¢ ¯°®-

¨§¢®¤¨«®±¼ ¤«¿ ² ª ­ §»¢ ¥¬»µ £¨¯¥°°¥¸�¥²®ª. �²® °¥¸�¥²ª¨ ² -

ª®£® ¦¥ ²¨¯ , ª ª ª¢ ¤° ²­ ¿ ¨ ¯°®±² ¿ ª³¡¨·¥±ª ¿, ­® ²®«¼ª®

¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ± ¡®«¼¸¨¬ ·¨±«®¬ ¨§¬¥°¥­¨©. �®®°¤¨­ ¶¨®­­®¥

·¨±«® z (·¨±«® ¡«¨¦ ©¸¨µ ±®±¥¤¥©) ¤«¿ ² ª¨µ °¥¸�¥²®ª ®¯°¥¤¥-

«¿¥²±¿ ´®°¬³«®© z = 2d, £¤¥ d | ° §¬¥°­®±²¼ ¯°®±²° ­±²¢  (¯°¨

d = 2 ¯®«³· ¥¬ z = 4,   ¯°¨ d = 3 ¯®«³· ¥¬ z = 6). �»·¨±«¥­¨¿

¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿ xy ¯°®¨§¢®¤¨«¨±¼ ¯°¨ d = 4; 5; 6. �ª § «®±¼,

·²® °¥§³«¼² ²» µ®°®¸® ®¯¨±»¢ ¾²±¿ ´®°¬³«®©

xy =

�
1 +

6; 3

d2

�
1

z � 1
(11.10)
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�°¨ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸¨µ d ¢²®°»¬ ·«¥­®¬ ¢ ±ª®¡ª¥ ¬®¦­® ¯°¥-

­¥¡°¥·¼, ¨ x³ = 1
z�1. �® ¤«¿ °¥¸�¥²ª¨ �¥²¥ z � 1 = q. �¥¤¼ ¢

ª ¦¤»© ³§¥« ½²®© °¥¸�¥²ª¨ ®¤­  ±¢¿§¼ ¢µ®¤¨² ¨ q ±¢¿§¥© ¨§ ­¥£®

¢»µ®¤¨².

�²±¾¤  ¢¨¤­®, ·²® ¯®°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿ ­  °¥¸�¥²ª¥ �¥²¥ (xc =
1
q
)

² ª®© ¦¥, ª ª ­  £¨¯¥°°¥¸�¥²ª¥ ± ®·¥­¼ ¡®«¼¸¨¬ ·¨±«®¬ ¨§¬¥°¥-

­¨©. � ª¨¬ ®¡° §®¬, °¥¸�¥²ª  �¥²¥ ª ª ¡» ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¡¥±ª®­¥·-

­®¬¥°­®¬³ ¯°®±²° ­±²¢³.

�¥¸�¥²ª  �¥²¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¥¤¨­±²¢¥­­®© ±¨±²¥¬®©, ¤«¿ ª®²®°®©

³¤ «®±¼ ²®·­® ­ ©²¨ ¢¨¤ � (µ) ¢¡«¨§¨ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿. �ª -

§ «®±¼ (±¬. (11.9)), ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ � (µ) ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ­³«¼

¯°¨ µ ! x± ¯® «¨­¥©­®¬³ § ª®­³ � � (x � x±). � ª ¡³¤¥² ¢¨¤-

­® ¨§ ¤ «¼­¥©¸¥£®, ½²® ±¯¥¶¨´¨·¥±ª®¥ ±¢®©±²¢® °¥¸�¥²ª¨ �¥²¥,  

² ª¦¥ ¢±¥µ °¥¸�¥²®ª ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ± ¡®«¼¸¨¬ ·¨±«®¬ ¨§¬¥°¥­¨©.

�¯° ¦­¥­¨¥

1. � §¡¥°¨²¥ § ¤ ·³ ±¢¿§¥© ­  °¥¸�¥²ª¥ �¥²¥. �±¥ ³§«» ±·¨² ©²¥

®¤¨­ ª®¢»¬¨,   ±¢¿§¨ ¶¥«»¬¨ ¨ ° §®°¢ ­­»¬¨. �³±²¼ ¤®«¿

¶¥«»µ ±¢¿§¥© ° ¢­  µ. � ©¤¨²¥ ´³­ª¶¨¾ � (µ), ®¯°¥¤¥«�¥­­³¾

² ª ¦¥, ª ª ¨ ° ­¼¸¥.
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�« ¢  12.

C²°³ª²³°  ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥° 
12.1. �®¤¥«¼ �ª«®¢±ª®£® | ¤¥ �¥­ 

� ±±¬®²°¨¬ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«�¥­­®±²¨ § ¤ ·³ ³§«®¢ ¨ ¤®¯³±²¨¬, ·²® ª®­-

¶¥­²° ¶¨¿ ­¥¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢ ­¥¬­®£® ¢»¸¥ ¯®°®£®¢®©, ² ª

·²® ±³¹¥±²¢³¥² ¡¥±ª®­¥·­»© ª« ±²¥°. �­ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¡¥±-

ª®­¥·­»¥ ¶¥¯®·ª¨ ¨§ ±¢¿§ ­­»µ ¤°³£ ± ¤°³£®¬ ³§«®¢. �±«¨ ±®¥¤¨-

­¨²¼ ¢±¥ ±¢¿§ ­­»¥ ³§«» ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥°  ®²°¥§ª ¬¨ ¯°¿-

¬»µ, ²® ¯®«³·¨²±¿ ­ ¡®° ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¤°³£ ± ¤°³£®¬ «®¬ ­»µ

«¨­¨© (±¬. °¨±. 4.2, £¤¥ ¯®ª § ­  ®¤­  ² ª ¿ «¨­¨¿).

�²°³ª²³°®© ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥°  ­ §»¢ ¾² ¥£® £¥®¬¥²°¨¾ ¢

¬ ±¸² ¡ µ £®° §¤® ¡®«¼¸¨µ, ·¥¬ ¯¥°¨®¤ °¥¸�¥²ª¨. � ² ª¨µ ¬ ±-

¸² ¡ µ ¨§«®¬», ¯°®¨±µ®¤¿¹¨¥ ¢ ®²¤¥«¼­»µ ³§« µ °¥¸�¥²ª¨, ­¥ ¢®±-

¯°¨­¨¬ ¾²±¿ £« §®¬ ¨ ¶¥¯®·ª  ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¯« ¢­® ¨§®£­³²®©

«¨­¨¥©.
�  °¨±. 12.1 ¨§®¡° ¦�¥­ ­¥¡®«¼¸®© ´° £¬¥­² ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« -

±²¥° . �  ª®­¶ µ � ¨ � ª« ±²¥° ­¥ ª®­· ¥²±¿ | ®­ ³µ®¤¨² ­ «¥¢®

¨ ­ ¯° ¢® ­  ¡¥±ª®­¥·­®¥ ° ±±²®¿­¨¥. �¢¥¤�¥¬ ²¥¯¥°¼ ±«¥¤³¾¹³¾

ª« ±±¨´¨ª ¶¨¾ ²®·¥ª ¨ «¨­¨© ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥° . �· ±²ª¨

209
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�¨±. 12.1. �° £¬¥­² ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥°  ± ¬�¥°²¢»¬¨ ª®­¶ ¬¨.

¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥°  ¤¥«¿²±¿ ­  ±ª¥«¥² ¨ ¬�¥°²¢»¥ ª®­¶».

�·¨² ¥²±¿, ·²® ²®·ª  ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ±ª¥«¥²³ ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« -

±²¥° , ¥±«¨ ¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥ ¤¢  ¯³²¨, ¢»µ®¤¿¹¨¥ ¨§ ­¥�¥ ¢ ° §­»¥

±²®°®­», ¯®§¢®«¿¾² ³©²¨ ­  ¡¥±ª®­¥·­®¥ ° ±±²®¿­¨¥. � ª®© ²®·-

ª®© ¿¢«¿¥²±¿, ­ ¯°¨¬¥°, ²®·ª  � ­  °¨±. 12.1. �§ ­¥�¥ ¬®¦­® ³©²¨

­  ¡¥±ª®­¥·­®¥ ° ±±²®¿­¨¥, ¤¢¨­³¢¸¨±¼ ¨ ¢ ¯° ¢³¾, ¨ ¢ «¥¢³¾ ±²®-

°®­». �±«¨ ²®«¼ª® ®¤¨­ ¯³²¼, ¢»µ®¤¿¹¨© ¨§ ²®·ª¨, ¢¥¤�¥² ­  ¡¥±-

ª®­¥·­®¥ ° ±±²®¿­¨¥, ²® ½²  ²®·ª  ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¬�¥°²¢®¬³ ª®­¶³.

� ¯°¨¬¥°, ¨§ ²®·ª¨ D ­  °¨±. 12.1 ¬®¦­® ³©²¨ ­  ¡¥±ª®­¥·­®¥

° ±±²®¿­¨¥, ¤¢¨£ ¿±¼ ²®«¼ª® ¢¢¥°µ. �¢¨¦¥­¨¥ ¢­¨§ ¯°¨¢®¤¨² ¢ ²³-

¯¨ª. �®½²®¬³ ±·¨² ¥²±¿, ·²® ²®·ª  D «¥¦¨² ­  ¬�¥°²¢®¬ ª®­¶¥.

�²¡°®±¨¬ ¬»±«¥­­® ¢±¥ ¬�¥°²¢»¥ ª®­¶» ¨ ¯®±² ° ¥¬±¿ ¯°¥¤±² -

¢¨²¼, ª ª ¢±²°®¥­ ±ª¥«¥² ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥° .

�°®±²¥©¸ ¿ ¬®¤¥«¼ ±ª¥«¥²  ¡»«  ¯°¥¤«®¦¥­  ­¥§ ¢¨±¨¬® ¤°³£

®² ¤°³£  ±®¢¥²±ª¨¬ ´¨§¨ª®¬ �. �. �ª«®¢±ª¨¬ ¨ ´° ­¶³§±ª¨¬ ´¨-

§¨ª®¬ �. ¤¥ �¥­®¬. �«¿ ¯«®±ª®© § ¤ ·¨ ½²  ¬®¤¥«¼ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²

±®¡®© ­¥·²® ¢°®¤¥ ®·¥­¼ ¡®«¼¸®© °»¡®«®¢­®© ±¥²¨, ±² °®© ¨ ¨§-

°¿¤­® ¯®²°�¥¯ ­­®©. �­  ³¦¥ ¯®²¥°¿«  ±²°®£³¾ ¯¥°¨®¤¨·­®±²¼,

¥�¥ ¢¥°�¥¢ª¨ ­¥ ­ ²¿­³²», ­¥ª®²®°»¥ ³§«» ¢ ­¥© ¯®°¢ ­», ¤°³£¨¥

±º¥µ «¨ ±® ±¢®¥£® ¬¥±² , ­® ²¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥ À¢ ±°¥¤­¥¬Á ½²® ±¥²¼
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(°¨±. 12.2).

�¨±. 12.2. �ª¥«¥² ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥° .

� ° ª²¥°­»© «¨­¥©­»© ° §¬¥° ¿·¥©ª¨ ½²®© ±¥²¨ R ­ §»¢ ¥²±¿

° ¤¨³±®¬ ª®°°¥«¿¶¨¨ ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥° . �­ °¥§ª® ¢®§° ±² ¥²

± ¯°¨¡«¨¦¥­¨¥¬ ª ¯®°®£³ ¯°®²¥ª ­¨¿:

R =
l

jx� xcj� : (12.1)

�¤¥±¼ I | ¤«¨­ , ° ¢­ ¿ ¯® ¯®°¿¤ª³ ¢¥«¨·¨­» ¯¥°¨®¤³

°¥¸�¥²ª¨, a � | ¯®«®¦¨²¥«¼­®¥ ·¨±«®, ª®²®°®¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ¨­¤¥ª-

±®¬ ° ¤¨³±  ª®°°¥«¿¶¨¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯® ¬¥°¥ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¿ ª

¯®°®£³ ¯°®²¥ª ­¨¿ ±¥²ª  ±² ­®¢¨²±¿ ¢±�¥ ¡®«¥¥ ¨ ¡®«¥¥ °¥¤ª®©.

�³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ®¡° ¹ ¾¹¥£®±¿ ¢ ¡¥±ª®­¥·­®±²¼ ° ¤¨³±  ª®°-

°¥«¿¶¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ ®¡¹¨¬ ±¢®©±²¢®¬ ¢±¥µ ª°¨²¨·¥±ª¨µ ¿¢«¥­¨©.

�®, ·²® ®­ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ¡¥±ª®­¥·­®±²¼ ¨¬¥­­® ¯® ±²¥¯¥­­®¬³ § -

ª®­³ (12.1), ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ±²°®£® ¤®ª § ­­»¬, ­® «¥¦¨² ¢ ®±­®-

¢¥ ±®¢°¥¬¥­­»µ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨© ® ª°¨²¨·¥±ª¨µ ¿¢«¥­¨¿µ ¨, ¯®-

¢¨¤¨¬®¬³, µ®°®¸® ¯®¤²¢¥°¦¤ ¥²±¿ ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­»¬¨ ¤ ­­»-

¬¨.

� ¤¨³± ª®°°¥«¿¶¨¨ ¨¬¥¥² ±¬»±« ¨ ¯°¨ µ < xc, ². ¥. ­¨¦¥ ¯®°®-

£ . � ½²®© ®¡« ±²¨ ®­ ®¯¨±»¢ ¥² ¬ ª±¨¬ «¼­»© ° §¬¥° ª®­¥·­»µ

ª« ±²¥°®¢. �±«¨ µ ! xc ±® ±²®°®­» ¬¥­¼¸¨µ §­ ·¥­¨© (µ < xc),
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²® ° ¤¨³± ª®°°¥«¿¶¨¨ ²®¦¥ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ¡¥±ª®­¥·­®±²¼ ¯® § -

ª®­³ (12.1). �²® ®§­ · ¥², ·²® ¯°¨ ¯®¤µ®¤¥ ª ¯®°®£³ ¯°®²¥ª ­¨¿

±­¨§³ ª®­¥·­»¥ ª« ±²¥°» ­¥®£° ­¨·¥­­® ³¢¥«¨·¨¢ ¾² ±¢®¨ ° §¬¥-

°» ¨ ¯°¨ µ = xc ±«¨¢ ¾²±¿ ¢ ¡¥±ª®­¥·­»© ª« ±²¥°. � ª¨¬ ®¡° -

§®¬, § ¢¨±¨¬®±²¼ R(x) ¨¬¥¥² ¢¨¤, ±µ¥¬ ²¨·¥±ª¨ ¯®ª § ­­»© ­ 

°¨±. 12.3.

�¨±. 12.3. � ¢¨±¨¬®±²¼ ° ¤¨³±  ª®°°¥«¿¶¨¨ ®² x. �®ª § ­  ¸¨°¨­  ª°¨²¨·¥-
±ª®© ®¡« ±²¨ � ¤«¿ ª¢ ¤° ²  L�  L (±¬. ±«¥¤³¾¹¨© ° §¤¥«).

� ±«³· ¥ ®¡º�¥¬­»µ § ¤ · ¬®¤¥«¼ �ª«®¢±ª®£® | ¤¥ �¥­  ¨¬¥¥²

 ­ «®£¨·­»© ¢¨¤. �­  ¯®µ®¦  ­  ±¨«¼­® ¨±¯®°·¥­­»© ¯°®¢®«®·-

­»© ª °ª ± ²°�¥µ¬¥°­®© °¥¸�¥²ª¨, ¯°¨·�¥¬ ±°¥¤­¿¿ ¤«¨­  ®¤­®©

¿·¥©ª¨ ¢»° ¦ ¥²±¿ ´®°¬³«®© (12.1). �«¥¤³¥² ²®«¼ª® ¨¬¥²¼ ¢ ¢¨-

¤³, ·²® ·¨±«¥­­»¥ §­ ·¥­¨¿ ¨­¤¥ª±®¢ ° ¤¨³±  ª®°°¥«¿¶¨¨ ¤«¿

¯«®±ª¨µ ¨ ®¡º�¥¬­»µ § ¤ · ° §­»¥.

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼, ª ª ª¨¬ ±«¥¤±²¢¨¿¬ ¯°¨¢®¤¨² ¯°¥¤±² ¢«¥-

­¨¥ ® ±¥²®·­®© ±²°³ª²³°¥ ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥° .
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12.2. �®«¼ ° §¬¥°®¢ ±¨±²¥¬»

� £«. 1, 2 ¨ 3 ¯®¤·�¥°ª¨¢ «®±¼, ·²® ¯®­¿²¨¥ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿

¨¬¥¥² ±¬»±« «¨¸¼ ¢ ¡¥±ª®­¥·­®© ±¨±²¥¬¥. � ª®­¥·­®© ±¨±²¥¬¥

¯®°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿ ¬¥­¿¥²±¿ ®² ®¡° §¶  ª ®¡° §¶³, ². ¥. ¿¢«¿¥²-

±¿ ¢¥«¨·¨­®© ±«³· ©­®©. �¤­ ª®, §­ ·¥­¨¿, ª®²®°»¥ ¯°¨­¨¬ ¥²

½²  ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , ± ¯®¤ ¢«¿¾¹¥© ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ¯®¯ ¤ ¾²

¢ ­¥ª®²o°³¾ ®¡« ±²¼ ± ¸¨°¨­®© �(N ), ª®²®° ¿ ­ §»¢ ¥²±¿ ª°¨²¨-

·¥±ª®© ®¡« ±²¼¾. �°¨ ³¢¥«¨·¥­¨¨ ·¨±«  ³§«®¢ ¢ ±¨±²¥¬¥ N ¸¨-

°¨­  ½²®© ®¡« ±²¨ ³¬¥­¼¸ ¥²±¿ ¯® ±²¥¯¥­­®¬³ § ª®­³ (±¬. ´®°-

¬³«³ (1.8)), ² ª ·²® ¯°¨ N ! 1 ¯®°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿ ¯°¨®¡°¥² ¥²

·�¥²ª¨© ±¬»±«, ¯°¥¢° ¹ ¿±¼ ¨§ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ¢ ¢¥«¨·¨­³

¤®±²®¢¥°­³¾.
� ­ · «¼­»µ £« ¢ µ ª­¨£¨ ½²¨ ±¢¥¤¥­¨¿ ±®®¡¹ «¨±¼ ¯° ª²¨-

·¥±ª¨ ¡¥§ ¢±¿ª®£® ¢»¢®¤ . �°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ® ° ¤¨³±¥ ª®°°¥«¿¶¨¨

¯®§¢®«¿¥² ¨µ ¯®­¿²¼ ¨ ¯®«³·¨²¼ ´®°¬³«³ (1.8).

�«¿ ®¯°¥¤¥«�¥­­®±²¨ ®¡±³¤¨¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­² ± ½ª° ­­®© ±¥²ª®©,

¨¬¥¾¹¥© ° §¬¥°» L�L, ±µ¥¬  ª®²®°®£® ¨§®¡° ¦¥­  ­  °¨±. 1.1.

�®¯³±²¨¬, ·²® ±¤¥« ­® ¬­®£® ®¯»²®¢, ¨±¯®«¼§³¾¹¨µ ° §­»¥ ±«³-

· ©­»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¡«®ª¨°³¥¬»µ ³§«®¢, °¥§³«¼² ²®¬ ª®-

²®°»µ ¿¢¨«±¿ ­ ¡®° ¯®°®£®¢ ¯°®²¥ª ­¨¿. � ¯®¬­¨¬, ·²® ª®­´¨-

£³° ¶¨¨ ¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢, ¯®«³·¥­­»¥ ¢ ° §­»µ ®¯»² µ, ±®-

¢¥°¸¥­­® ­¥ ¯®µ®¦¨ ¤°³£ ­  ¤°³£ .

�¤®¡­»© ±¯®±®¡ ° ±±³¦¤¥­¨¿ ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬. �®®¡° -

§¨¬ ¡¥±ª®­¥·­³¾ ½ª° ­­³¾ ±¥²ª³ ± § ¤ ­­®© ¤®«¥© x ­¥¡«®ª¨-

°®¢ ­­»µ ³§«®¢. �°¥¤±² ¢¨¬, ·²® ­  ° §­»¥ ³· ±²ª¨ ½²®© ±¥²ª¨

­ ª« ¤»¢ ¥²±¿ ª¢ ¤° ², ¨¬¥¾¹¨© ° §¬¥°» L � L, ¨ ¨§³· ¥²±¿
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�¨±. 12.4. �¢ ¤° ², ­ «®¦¥­­»© ­  ¡ª±ª®­¥·­³¾ ±¥²ª³ ¯°¨ R� L ¨ x > xc

¯°®²¥ª ­¨¥ «¥¢®© ±²®°®­» ½²®£® ª¢ ¤° ²  ­  ¯° ¢³¾ ¯® ­¥¡«®ª¨-

°®¢ ­­»¬ ³§« ¬, ®ª § ¢¸¨¬±¿ ¢­³²°¨ ½²®£® ª¢ ¤° ²  (°¨±. 12.4).

� ª« ¤»¢ ¿ ª¢ ¤° ² ­  ° §­»¥ ³· ±²ª¨ ¡¥±ª®­¥·­®© ±¥²ª¨, ¬®¦­®

¯¥°¥¡° ²¼ °¥§³«¼² ²» ° §­»µ ®¯»²®¢ ± ª®­¥·­®© ±¥²ª®©.

� ¡¥±ª®­¥·­®© ½ª° ­­®© ±¥²ª¥ ¯°®²¥ª ­¨¥ ¢®§­¨ª ¥² ²®·­® ¯°¨

x = xc, ­®, ª ª ¬» ±¥©· ± ³¢¨¤¨¬, ½²® ±®¢¥°¸¥­­® ­¥ ®§­ · ¥²,

·²® ¯°¨ x > xc ®¡¿§ ²¥«¼­® ¥±²¼ ¯°®²¥ª ­¨¥ ¢ ª¢ ¤° ²¥ L� L.

�°¨ µ > x± ¢ ¡¥±ª®­¥·­®© ±¨±²¥¬¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¡¥±ª®­¥·­»© ª« -

±²¥°. �§®¡° §¨¬ ¥£® ±ª¥«¥² ¢ ¢¨¤¥ °»¡®«®¢­®© ±¥²¨, ¯®ª § ­­®©

­  °¨±. 12.2. �«¿ ¤ «¼­¥©¸¥£® ª° ©­¥ ¢ ¦­® ±®®²­®¸¥­¨¥ ¬¥¦¤³

° ¤¨³±®¬ ª®°°¥«¿¶¨¨ R ¨ ¤«¨­®© ª¢ ¤° ²  L. �°¨¬¥¬ ±­ · -

« , ·²® L §­ ·¨²¥«¼­® ¯°¥¢®±µ®¤¨² R. �®£¤  (°¨±. 12.4) ¢­³²°¨

ª¢ ¤° ²  ­ µ®¤¨²±¿ ¬­®£® ¿·¥¥ª ±¥²¨ ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥° , ª®-

²®°»© ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ¯°®²¥ª ­¨¥ ¬¥¦¤³ ±²®°®­ ¬¨ ª¢ ¤° ² . �²¨

¿·¥©ª¨ ¬®£³² ¨¬¥²¼ ° §­»¥ ° §¬¥°», ¢ ±¥²¨ ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥° 

¬®£³² ¡»²¼ ¡®«¼¸¨¥ ¤»°», ­® ¥±«¨ ¢ ª¢ ¤° ²¥ ¢ ±°¥¤­¥¬ ¤®«¦­®

¡»²¼ ¬­®£® ¿·¥¥ª, ²® ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¢ ª« ±²¥°¥ ¨¬¥¥²±¿ ¤»-

°  ° §¬¥°®¬ ¢ ¶¥«»© ª¢ ¤° ², ­¨·²®¦­® ¬ « . �®½²®¬³ ¤¥« ¥²±¿

±«¥¤³¾¹¨© ¢»¢®¤:
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�±«¨ µ > µc, ²® ¯®°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿ ª¢ ¤° ²  ­¥ ¬®¦¥²

­ µ®¤¨²¼±¿ ¢ ®¡« ±²¨ §­ ·¥­¨© µ, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ±¨«¼-

­®¬³ ­¥° ¢¥­±²¢³ L � R(x). �²  ®¡« ±²¼ ¤®«¦­  ¡»²¼

¢»¸¥ ¯®°®£ .

(I)

�®£« ±­® ´®°¬³«¥ (12.1) ¯°¨ ±²°¥¬«¥­¨¨ µ ª xc ° ¤¨³± ª®°°¥-

«¿¶¨¨ ­¥®£° ­¨·¥­­® ¢®§° ±² ¥² ¨ ¯°¨ ª ª®¬-²® §­ ·¥­¨¨ µ ­¥-

¨§¡¥¦­® ±° ¢­¨¢ ¥²±¿ ± L. �¥¯¥°¼ ® ¯°®²¥ª ­¨¨ ¢­³²°¨ ª¢ ¤° ² 

­¨·¥£® ®¯°¥¤¥«�¥­­®£® ±ª § ²¼ ­¥«¼§¿. �±�¥ § ¢¨±¨² ®² ª®­ª°¥²­®©

ª®­´¨£³° ¶¨¨ ¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢ ¢­³²°¨ ­¥£®.

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ µ < x± ¨ ° ¤¨³± ª®°°¥«¿¶¨¨ §­ ·¨²¥«¼­® ¬¥­¼-

¸¥, ·¥¬ L. �°¨ µ < xc ° ¤¨³± ª®°°¥«¿¶¨¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©

¬ ª±¨¬ «¼­³¾ ¤«¨­³ ª®­¥·­»µ ª« ±²¥°®¢. �±«¨ R � L, ²® ­¥

±³¹¥±²¢³¥² ² ª®£® ª« ±²¥° , ª®²®°»© ¬®£ ¡» ±¢¿§ ²¼ ±²®°®­» ª¢ -

¤° ² . �®½²®¬³ ¤¥« ¥²±¿ ¥¹�¥ ®¤¨­ ®¯°¥¤¥«�¥­­»© ¢»¢®¤:

�±«¨ µ < µc, ²® ¯®°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿ ª¢ ¤° ²  ²®¦¥ ­¥

¬®¦¥² ­ µ®¤¨²¼±¿ ¢ ®¡« ±²¨ §­ ·¥­¨© µ, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾-

¹¥© ±¨«¼­®¬³ ­¥° ¢¥­±²¢³ L� R(x). �²  ®¡« ±²¼ ¤®«¦­ 

¡»²¼ ­¨¦¥ ¯®°®£ .

(II)

�±«¨ µ < x±, ­® ¢¥«¨·¨­  µ ®·¥­¼ ¡«¨§ª  ª x±, ²® ° ¤¨³± ª®°-

°¥«¿¶¨¨ ±² ­®¢¨²±¿ ¡®«¼¸¥, ·¥¬ L. � ½²®¬ ±«³· ¥ ® ¯°®²¥ª ­¨¨

¢ ª¢ ¤° ²¥ ­¥«¼§¿ ±ª § ²¼ ­¨·¥£® ®¯°¥¤¥«¥­­®£®. � ¡¥±ª®­¥·­®©

±¨±²¥¬¥ ±³¹¥±²¢³¾² ª®­¥·­»¥ ª« ±²¥°» ° §¬¥° , ¡®«¼¸¥£®, ·¥¬

L, ­® ¢­³²°¨ ­¨µ ¥±²¼ ¤»°» ² ª®£® ¦¥ ° §¬¥° , ¨ ¢±�¥ § ¢¨±¨² ®²

ª®­ª°¥²­®© ª®­´¨£³° ¶¨¨ ¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢ ¢­³²°¨ ª¢ ¤° ² .



216 ����� 12. C�������� ������������ ��������

�¥¯¥°¼ ¬®¦­® ®¶¥­¨²¼ ° §¬¥° ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨, ¢ ª®²®°®©

¬®£³² ­ µ®¤¨²¼±¿ §­ ·¥­¨¿ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿ ª¢ ¤° ²  L�L. �®-
£« ±­® ¢»¢®¤ ¬ I ¨ II ½²  ®¡« ±²¼ ¤®«¦­  ®¯°¥¤¥«¿²¼±¿ ³±«®¢¨¥¬

L . R. � ª ¢¨¤­® ¨§ °¨±. 12.3, ·¥¬ ¡®«¼¸¥ L, ²¥¬ ³¦¥ ½²  ®¡« ±²¼

¨ ²¥¬ ²¥±­¥¥ ®­  ¯°¨¦ ²  ª ¯®°®£³ ¯°®²¥ª ­¨¿ ¤«¿ ¡¥±ª®­¥·­®©

±¨±²¥¬». �¨°¨­  ®¡« ±²¨ � ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥¬ R(�) = L. �

¯®¬®¹¼¾ ´®°¬³«» (12.1) ¯®«³· ¥¬ l=�� = L ¨«¨

� =

�
l

L

�1
�

(12.2)

�­³²°¨ ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨, ². ¥. ¯°¨ µ � x± � � ¯®°®-

£¨ ¯°®²¥ª ­¨¿ ª¢ ¤° ²®¢ ± ¤«¨­®© L ° ±¯°¥¤¥«¥­» ®¤­®°®¤­®

(±¬. °¨±. 2.4, £¤¥ ¯®ª § ­  ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¯®°®£®¢ ¯°®-

²¥ª ­¨¿). �®·ª  µ = xc ¢­³²°¨ ½²®© ®¡« ±²¨ ­¨·¥¬ ­¥ ¢»¤¥«¥­ .

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ½²® ²®·ª , ¢ ª®²®°®© ­ ±²³¯ ¥² ¯°®²¥ª ­¨¥ ¢ ¡¥±-

ª®­¥·­®© ±¨±²¥¬¥. �® ³±² ­®¢¨²¼, ¥±²¼ ² ª®¥ ¯°®²¥ª ­¨¥ ¨«¨ ­¥²,

° ¡®² ¿ ± ª¢ ¤° ²®¬ ª®­¥·­®£® ° §¬¥° , ­¥¢®§¬®¦­®. �±«¨ L < R,

²®, ­ ª« ¤»¢ ¿ ª¢ ¤° ² ­  ° §­»¥ ³· ±²ª¨ ¡¥±ª®­¥·­®© ±¥²ª¨, ­¥-

«¼§¿ ±ª § ²¼, ±³¹¥±²¢³¾² ¢ ½²®© ±¥²ª¥ ²®«¼ª® ª®­¥·­»¥ ª« ±²¥°»

¨«¨ ®­¨ ³¦¥ ±«¨«¨±¼ ¨ ®¡° §³¾² ¡¥±ª®­¥·­»© ª« ±²¥°. �§³·¥­¨¥

¯°®²¥ª ­¨¿ ¢ ª¢ ¤° ²¥ ª®­¥·­®£® ° §¬¥°  ¯®§¢®«¿¥² «¨¸¼ ®¯°¥-

¤¥«¨²¼ ¸¨°¨­³ ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨.

� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ®¡±³¦¤ «¨±¼ «¨¸¼ ¯«®±ª¨¥ § ¤ ·¨. �¤­ ª® ¢±�¥

±ª § ­­®¥ ¯®«­®±²¼¾ ¯¥°¥­®±¨²±¿ ­  § ¤ ·¨ ®¡º�¥¬­»¥. �¨°¨­ 

ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨ ¤«¿ ®¡º�¥¬­»µ § ¤ · ² ª¦¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿

´®°¬³«®© (12.1). �¥¡®«¼¸ ¿ ° §­¨¶  ¢®§­¨ª ¥², ¥±«¨ ¢»° §¨²¼

¸¨°¨­³ � ­¥ ·¥°¥§ ° §¬¥° ±¨±²¥¬» L,   ·¥°¥§ ¯®«­®¥ ·¨±«® ³§«®¢
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N . �¥«® ¢ ²®¬, ·²® N =
�
l
a

�d
, £¤¥   | ¯¥°¨®¤ °¥¸�¥²ª¨, a d |

° §¬¥°­®±²¼ ¯°®±²° ­±²¢ . �®½²®¬³ ±®£« ±­® (12.2)

�(N ) =
C

N 1
�d

; (12.3)

£¤¥ � | ·¨±«¥­­»© ª®½´´¨¶¨¥­², ª®²®°»© ­¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¯°¥-

¤¥«�¥­ ¨§ ±²®«¼ ¯°®±²»µ ±®®¡° ¦¥­¨©. � ¯«®±ª®¬ ±«³· ¥ (d = 2)

´®°¬³«  (12.3) ±®¢¯ ¤ ¥², ± ´®°¬³«®© (1.8). �¬¥­­® ± ¯®¬®¹¼¾

½²®© ´®°¬³«» ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¿ ­ ©¤¥­­®© ­  ��� § ¢¨-

±¨¬®±²¨ �(N ) ¡»« ¢¯¥°¢»¥ ®¯°¥¤¥«¥­ ¨­¤¥ª± ° ¤¨³±  ª®°°¥«¿¶¨¨

¯«®±ª®© § ¤ ·¨. �ª § «®±¼, ·²® �2 = 1; 33. (�¤¥±¼ ¨ ­¨¦¥ ·¨±«®

2 ¯®ª §»¢ ¥², ·²® °¥·¼ ¨¤¥² ®¡ ¨­¤¥ª±¥ ¤¢³¬¥°­®© ±¨±²¥¬».) �«¿

²°�¥µ¬¥°­»µ § ¤ · ¨­¤¥ª± � ¨­®©: �3 = 0; 8� 0; 9. (�¨±«® 3 ®§­ -

· ¥², ·²® ¨­¤¥ª± ®²­®±¨²±¿ ª ²°�¥µ¬¥°­»¬ § ¤ · ¬.)
12.3. �«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼ ¢¡«¨§¨ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿

� ±±¬®²°¨¬ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«�¥­­®±²¨ ¤¢³¬¥°­»¥ ¨«¨ ²°�¥µ¬¥°­»¥ ±¥²-

ª¨ ± ¡«®ª¨°®¢ ­­»¬¨ ³§« ¬¨. � ª £®¢®°¨«®±¼ ¢ ­ · «¼­»µ £« -

¢ µ ª­¨£¨, ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼ ² ª¨µ ±¥²®ª ®²«¨·­  ®² ­³«¿ ¯°¨

µ > xc ¨ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ­³«¼ ­  ¯®°®£¥ ¯°®²¥ª ­¨¿ xc. �ª±¯¥-

°¨¬¥­² «¼­»¥ ¤ ­­»¥,   ² ª¦¥ ¤ ­­»¥, ¯®«³·¥­­»¥ ± ¯®¬®¹¼¾

° ±·�¥²  ­  ���, ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ³¤¥«¼­ ¿ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼

±¥²®ª ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ­³«¼ ¯® § ª®­³

�(x) = �0(x� xc)
t; (12.4)

£¤¥ ¬­®¦¨²¥«¼ �0 ¯® ¯®°¿¤ª³ ¢¥«¨·¨­» ° ¢¥­ ³¤¥«¼­®© ½«¥ª²°®-

¯°®¢®¤­®±²¨ ±¥²ª¨ ¡¥§ ¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢. �¥«¨·¨­  t ­ §»¢ -
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¥²±¿ ª°¨²¨·¥±ª¨¬ ¨­¤¥ª±®¬ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¨ ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¥¤-

¬¥²®¬ ®·¥­¼ ²¹ ²¥«¼­®£® ¨§³·¥­¨¿, ¯°¥¨¬³¹¥±²¢¥­­® ± ¯®¬®¹¼¾

° ±·¥²®¢ ­  ���. (� ®¤­®¬ ¨§ ¯®±«¥¤­¨µ ° ±·¥²®¢, ­ ¯°¨¬¥°, ¨±-

¯®«¼§®¢ « ±¼ ª¢ ¤° ²­ ¿ ±¥²ª , ¨¬¥¾¹ ¿ 800� 800 ³§«®¢.) �±² -

­®¢«¥­®, ·²® ¤«¿ ¤¢³¬¥°­»µ ±¥²®ª t2 = 1;3,   ¤«¿ ²°�¥µ¬¥°­»µ

t3 = 1;6� 1;7.

�¥²®·­ ¿ ¬®¤¥«¼ ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥°  ¯®§¢®«¿¥² ¢»¢¥±²¨

´®°¬³«³ (12.4) ¨ ±¢¿§ ²¼ ¨­¤¥ª± t ± ¨­¤¥ª±®¬ ° ¤¨³±  ª®°°¥«¿-

¶¨¨. �«¥ª²°¨·¥±ª¨© ²®ª ²¥·�¥² ²®«¼ª® ¯® ¡¥±ª®­¥·­®¬³ ª« ±²¥°³,

¯°¨·�¥¬ ¨¬¥­­® ¯® ¥£® ±ª¥«¥²³. � ¬�¥°²¢»µ ª®­¶ µ, ¯°¨ª°¥¯«�¥­­»µ

ª ±ª¥«¥²³ «¨¸¼ ± ®¤­®© ±²®°®­», ²®ª  ­¥². �±«¨ ±¤¥« ²¼ ½«¥ª²°¨-

·¥±ª¨© ²®ª ¤®±² ²®·­® ±¨«¼­»¬, ² ª ·²®¡» ¯°®¢®«®ª , ¯® ª®²®°®©

®­ ²¥·�¥², ±¢¥²¨« ±¼, ²® ¢ ²¥¬­®²¥ ±ª¥«¥² ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥° 

¬®¦­® ­ ¡«¾¤ ²¼ ¢¨§³ «¼­®: ®±¢¥¹¥­­»¥ ª ­ «» ­  ²�¥¬­®¬ ´®-

­¥. �¤ «¨ ®² ¯®°®£  ¢±¿ ±¥²ª  ±¢¥²¨²±¿ ¡®«¥¥ ¨«¨ ¬¥­¥¥ ° ¢­®-

¬¥°­®, ¢¡«¨§¨ ¯®°®£  ° ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ®±¢¥¹¥­­»¬¨ ª ­ « ¬¨

³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿ ¨, ­ ª®­¥¶, ­  ± ¬®¬ ¯®°®£¥ ±¢¥·¥­¨¥ ±®¢±¥¬ ¯°¥-

ª° ¹ ¥²±¿ | ²®ª ·¥°¥§ ±¨±²¥¬³ ¯°¥°¢ «±¿.

�»·¨±«¨¬ ³¤¥«¼­³¾ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼ ±ª¥«¥²  ¡¥±ª®­¥·­®£®

ª« ±²¥° . �«¥¤³¥² ¨¬¥²¼ ¢ ¢¨¤³, ·²® ½²® ¢»·¨±«¥­¨¥ ­¥ ¬®¦¥² ¯°¥-

²¥­¤®¢ ²¼ ­  ¯° ¢¨«¼­»© ³·�¥² ·¨±«¥­­»µ ¬­®¦¨²¥«¥©. �­® ¯®§¢®-

«¿¥² «¨¸¼ ¯®«³·¨²¼ § ¢¨±¨¬®±²¼ � ®² x� xc. �²  § ¢¨±¨¬®±²¼ ­¥

¨§¬¥­¨²±¿, ¥±«¨ ¬»±«¥­­® § ¬¥­¨²¼ ­¥¯° ¢¨«¼­³¾ ¨ ­¥°¥£³«¿°-

­³¾ ±¥²¼ ¨¤¥ «¼­®© ±¥²ª®© ± ¯¥°¨®¤®¬, ° ¢­»¬ R.

� ±±¬®²°¨¬ ±­ · «  ¯«®±ª¨© ±«³· © (±¬. °¨±. 12.4). �¤¥«¼­®¥

±®¯°®²¨¢«¥­¨¥ ° ¢­® ±®¯°®²¨¢«¥­¨¾ ª¢ ¤° ²  ± ¥¤¨­¨·­®© ¤«¨-

­®©. �¨±«® ¯°®¢®«®·¥ª, ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ ½²®² ª¢ ¤° ², ° ¢­® 1
R
, £¤¥
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R | ° ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ¯°®¢®«®·ª ¬¨, ª®²®°®¥ ¢»° ¦ ¥²±¿ ´®°-

¬³«®© (12.1). �¡®§­ ·¨¬ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¥ ®¤­®© ¯°®¢®«®·ª¨, ¨¬¥-

¾¹¥© ¥¤¨­¨·­³¾ ¤«¨­³, ·¥°¥§ �0. �±¥ ¯°®¢®«®·ª¨ ¢ª«¾·¥­» ¯ -

° ««¥«¼­®. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ³¤¥«¼­®¥ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¥

� =
�0
1
R

= �0R;

  ³¤¥«¼­ ¿ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼

� = ��1 = ��10 R�1 (12.5)

�®¤±² ¢«¿¿ (12.2), ¯®«³·¨¬

� = �2(x� xc)
� (12.6)

£¤¥ �2 = ��10 l�1.
� ²°�¥µ¬¥°­®¬ ±«³· ¥ ­³¦­® ¢»·¨±«¨²¼ ³¤¥«¼­®¥ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¥

¯°®¢®«®·­®£® ª °ª ± , ¨§®¡° ¦ ¾¹¥£®, ­ ¯°¨¬¥°, ¯°®±²³¾ ª³¡¨-

·¥±ª³¾ °¥¸�¥²ª³ ± ¯¥°¨®¤®¬ R (®² ²¨¯  °¥¸�¥²ª¨ § ¢¨±¨² «¨¸¼

·¨±«¥­­»© ª®½´´¨¶¨¥­²). �¤¥«¼­®¥ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¥ ° ¢­® ±®¯°®-

²¨¢«¥­¨¾ ª³¡¨ª  ± ¥¤¨­¨·­®© ¤«¨­®© °¥¡° . �¨±«® ¯ ° ««¥«¼­®

±®¥¤¨­¥­­»µ ¯°®¢®«®·¥ª; ¯°®µ®¤¿¹¨µ ·¥°¥§ £° ­¼ ² ª®£® ª³¡¨ª ,

° ¢­® 1

R2 . �®½²®¬³ ³¤¥«¼­®¥ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¥

� =
�0�
1
R

�2 = �0R
2; (12.7)

  ³¤¥«¼­ ¿ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼ ° ¢­ 

� = ��10 R�2 = �3(x� xc)
2�; (12.8)

£¤¥ �3 = ��10 l�2.
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�® ¨§¡¥¦ ­¨¥ ­¥¤®° §³¬¥­¨© ±«¥¤³¥² ®¡° ²¨²¼ ¢­¨¬ ­¨¥ ­  ²®,

·²® ³¤¥«¼­ ¿ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼ � ¢ ¤¢³¬¥°­®¬ ¨ ²°�¥µ¬¥°­®¬

±«³· ¿µ ¨¬¥¥² ° §­³¾ ° §¬¥°­®±²¼. � ¤¢³¬¥°­®¬ ±«³· ¥ ®­  ¨§-

¬¥°¿¥²±¿ ¢ �¬�1,   ¢ ²°�¥µ¬¥°­®¬ | ¢ �¬�1�±¬�1.
�­®¦¨²¥«¨ �2 ¨ �3 ¯®°¿¤ª³ ¢¥«¨·¨­» ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®©

³¤¥«¼­»¥ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¨ ¤¢³¬¥°­®© ¨ ²°�¥µ¬¥°­®© ±¥²®ª

¡¥§ ¡«®ª¨°®¢ ­­»µ ³§«®¢. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ª ª ¢¨¤­® ¨§ ´®°-

¬³« (12.5) ¨ (12.8), ³¤¥«¼­ ¿ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼ �(x) ¯°¥¢° -

¹ ¥²±¿ ¢ �2 ¨«¨ ¢ �3 ¯°¨ R = l, ². ¥. ª®£¤  ±¥²ª  ¡¥±ª®­¥·­®£®

ª« ±²¥°  ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¨±µ®¤­®© ±¥²ª®©, ­  ª®²®°®© ±² ¢¨²±¿ § ¤ -

· . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¥«¨·¨­  �0 ¢ ´®°¬³«¥ (12.4) ¢ ¤¢³¬¥°­®¬

±«³· ¥ ° ¢­  �2,   ¢ ²°�¥µ¬¥°­®¬ | �3.

�° ¢­¨¢ ¿ ´®°¬³«» (12.5) ¨ (12.6) ± ´®°¬³«®© (12.4), ¯®«³· -

¥¬, ·²® ¢ ¤¢³¬¥°­®¬ ±«³· ¥ t = �,   ¢ ²°�¥µ¬¥°­®¬ t = 2�. �±¯®«¼-

§³¿ �2 = 1;3 ¨ �3 = 0;8 � 0;9, ¯®«³·¨¬ t2 = 1;3, t3 = 1;6 � 1;8,

·²® ®·¥­¼ ¡«¨§ª® ª ¯°¨¢¥¤¥­­»¬ ¢»¸¥ ¤ ­­»¬. �²® ±®¢¯ ¤¥­¨¥

±¢¨¤¥²¥«¼±²¢³¥² ¢ ¯®«¼§³ ¬®¤¥«¨ �ª«®¢±ª®£® | ¤¥ �¥­ .

�¯° ¦­¥­¨¥

1. �®¤¥«¼ ±ª¥«¥²  ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥°  ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¡®¡¹¥­ 

±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �°¥¤±² ¢¨¬, ·²® ¯°®¢®«®·ª¨, ®¡° §³¾-

¹¨¥ ±ª¥«¥², ®·¥­¼ ¨§¢¨«¨±²» (°¨±. 12.5). � ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³

²®·ª ¬¨ ¨µ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ¯®-¯°¥¦­¥¬³ ° ¢­® R(µ) ¨ ¢»° ¦ -

¥²±¿ ´®°¬³«®© (12.1). �¤­ ª®, ¥±«¨ ¢»¯°¿¬¨²¼ ®²°¥§®ª ¯°®-

¢®«®·ª¨, § ª«¾·¥­­»© ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ²®·ª ¬¨ ¯¥°¥±¥·¥­¨©, ²®

®ª ¦¥²±¿, ·²® ¥£® ¤«¨­  §­ ·¨²¥«¼­® ¯°¥¢®±µ®¤¨² R. �°¥¤-
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±² ¢¨¬ ½²³ ¤«¨­³ L ¢ ¢¨¤¥

L =
l

(x� xc)�
(x > xc);

£¤¥ � > �. �°¨ x! xc ®²­®¸¥­¨¥
L
R
= (x�xc)�(���) ±²°¥¬¨²±¿

ª ¡¥±ª®­¥·­®±²¨.

�¨±. 12.5. �ª¥«¥² ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥°  ± ³·�¥²®¬ À¨§¢¨«¨±²®±²¨Á.

�«¨­  L ¨¬¥¥² ±¬»±« ²®«¼ª® ¯°¨ ³±«®¢¨¨ L � R, ². ¥. � > �.

�¤­ ª® ±³¹¥±²¢³¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²®£®, ·²® � = 1. �®½²®-

¬³ ¯°¥¤« £ ¥¬®¥ ®¡®¡¹¥­¨¥ ¬®¤¥«¨ �ª«®¢±ª®£® { ¤¥ �¥­ 

(­  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ½²® ®¡®¡¹¥­¨¥ ¡»«® ±¤¥« ­® ± ¬¨¬¨  ¢²®° -

¬¨ ¬®¤¥«¨) ° §³¬­®, «¨¸¼ ¥±«¨ � < 1. � ¤¢³¬¥°­®¬ ±«³· ¥

� = 1;3, ¨ ¯®²®¬³ ­¨ª ª®© À¨§¢¨«¨±²®±²¨Á ¡»²¼ ­¥ ¤®«¦­®.

�® ¢ ²°�¥µ¬¥°­®¬ ±«³· ¥ � < 1, ¨ ¥±²¼ ®±­®¢ ­¨¿ ¤³¬ ²¼, ·²®

À¨§¢¨«¨±²®±²¼Á ±ª¥«¥² ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥°  ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®

±³¹¥±²¢³¥².

�»° §¨²¥ ª°¨²¨·¥±ª¨© ¨­¤¥ª± ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¨ t ·¥°¥§ ¨­-

¤¥ª±» �, ¨ � ¢ ²°�¥µ¬¥°­®¬ ±«³· ¥, ¨±¯®«¼§³¿ ®¡®¡¹�¥­­³¾ ¬®-

¤¥«¼.
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12.4. �³­ª¶¨¿ P (x) ¢¡«¨§¨ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿. �®«¼

¬�¥°²¢»µ ª®­¶®¢

� ª ¨ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼, ´³­ª¶¨¿ � (µ), ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹ ¿ ¤®-

«¾ ³§«®¢, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨µ ¡¥±ª®­¥·­®¬³ ª« ±²¥°³ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢

­³«¼ ¯°¨ x = xc. �±±«¥¤®¢ ­¨¿ ¯®ª § «¨, ·²® ¢¡«¨§¨ ¯®°®£  ½² 

´³­ª¶¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤

P (x) = D(x� xc)
�; (12.9)

£¤¥ D | ·¨±«¥­­»© ª®½´´¨¶¨¥­² ¯®°¿¤ª  ¥¤¨­¨¶»,   � | ¥¹¥

®¤¨­ ª°¨²¨·¥±ª¨© ¨­¤¥ª±. �±² ­®¢«¥­®, ·²® ¤«¿ ¤¢³¬¥°­»µ § ¤ ·

�2 = 0;14,   ¤«¿ ²°�¥µ¬¥°­»µ �3 = 0;4. �²¨ °¥§³«¼² ²» ¯®«³·¥­»

£« ¢­»¬ ®¡° §®¬ ± ¯®¬®¹¼¾ ���.
� ´³­ª¶¨¾ � (µ) ¤ ¾² ¢ª« ¤ ¢±¥ ³§«» ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥°  |

¨ ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨¥ ±ª¥«¥²³, ¨ ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨¥ ¬�¥°²¢»¬ ª®­¶ ¬. �

¯®¬®¹¼¾ ¬®¤¥«¨ ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥°  ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼, ª ª¨µ

³§«®¢ ¡®«¼¸¥. �®¯³±²¨¬ ±­ · « , ·²® ¬�¥°²¢»µ ª®­¶®¢ ±®¢±¥¬ ­¥²,

¨ ¢»·¨±«¨¬ ¢ª« ¤ ¢ � (µ) ®² ±ª¥«¥²  ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥° .

� ¤¢³¬¥°­®¬ ±«³· ¥ ­  ª ¦¤³¾ ¿·¥©ª³ ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥° 

¯°¨µ®¤¨²±¿ ¯®°¿¤ª  R
a
³§«®¢, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨µ ±ª¥«¥²³, £¤¥ a| ¯¥-

°¨®¤ °¥¸�¥²ª¨ (ª ª ¨ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §¤¥«¥, §¤¥±¼ ¤¥« ¥²±¿ ®¶¥­-

ª , ­¥ ¯°¥²¥­¤³¾¹ ¿ ­  ³±² ­®¢«¥­¨¥ ·¨±«¥­­»µ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢).

�«®¹ ¤¼ ¿·¥©ª¨ ¯®°¿¤ª  R2 ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¯®«­®¥ ·¨±«® ¢±¥µ

³§«®¢ ¢ ¿·¥©ª¥ ¯®°¿¤ª  R2

a2
. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¤®«¿ ³§«®¢, ¯°¨-

­ ¤«¥¦ ¹¨µ ±ª¥«¥²³ ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥° ,

P±ª(x) � a

R
� (x� xc)

� (12.10)
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�¤¥±¼ ®§­ · ¥² ° ¢¥­±²¢® ¯® ¯®°¿¤ª³ ¢¥«¨·¨­» (¡¥§ ³·�¥²  ·¨±«¥­-

­»µ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ ¯®°¿¤ª  ¥¤¨­¨¶»).

� ²°�¥µ¬¥°­®¬ ±«³· ¥ ­  ª ¦¤³¾ ¿·¥©ª³ ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥-

°  ²®¦¥ ¯°¨µ®¤¨²±¿ R
a
³§«®¢, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨µ ±ª¥«¥²³, ­® ¯®«­®¥

·¨±«® ³§«®¢ ¢ ¿·¥©ª¥ ¯®°¿¤ª  (R
a
). �®½²®¬³ ¢ ²°�¥µ¬¥°­®¬ ±«³· ¥

P±ª(x) �
� a
R

�
� (x� xc)

2�: (12.11)

�° ¢­¨¢ ¿ ´®°¬³«» (12.10) ¨ (12.11) ± ´®°¬³« ¬¨ (12.6)

¨ (12.8), ¯®«³· ¥¬, ·²® ¤®«¿ ³§«®¢, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨µ ±ª¥«¥²³ ¡¥±-

ª®­¥·­®£® ª« ±²¥° , ¯® ¯®°¿¤ª³ ¢¥«¨·¨­» ±®¢¯ ¤ ¥² ± ´³­ª¶¨¥©
�(x)
�0

= (x� xc)
t

�° ¢­¨¢ ¿ (12.10) ¨ (12.11) ± ´®°¬³«®© (12.9), ¢¨¤¨¬, ·²®

P±ª(x)

P (x)
� (x� xc)

�2��2

¢ ¤¢³¬¥°­®¬ ±«³· ¥,   ¢ ²°�¥µ¬¥°­®¬ ±«³· ¥

P±ª(x)

P (x)
� (x� xc)

2�3��3

�±¯®¬­¨¬, ·²® �2 = 1;3, a �3 � 0;9. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, �2 � �2 =

1;2,   2�3 � �3 � 1:4. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨ ¢ ¤¢³¬¥°­®¬, ¨ ¢

²°�¥µ¬¥°­®¬ ±«³· ¿µ ®²­®¸¥­¨¥ �±ª(x)
P (x)

¡»±²°® ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾

¯°¨ x! xc. �²® §­ ·¨², ·²® ³§«», ®¡° §³¾¹¨¥ ±ª¥«¥² ¡¥±ª®­¥·­®-

£® ª« ±²¥° , ±®±² ¢«¿¾² ­¨·²®¦­³¾ ¤®«¾ ®² ¯®«­®£® ·¨±«  ³§«®¢,

¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨µ ¡¥±ª®­¥·­®¬³ ª« ±²¥°³. �±­®¢­ ¿ À¬ ±± Á ¡¥±ª®-

­¥·­®£® ª« ±²¥°  ±®±°¥¤®²®·¥­  ¢ ¬�¥°²¢»µ ª®­¶ µ ¨ ±®¢¥°¸¥­­®

¡¥±¯®«¥§­  ± ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¨. �®½²®¬³ ¢¡«¨§¨

¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿ �(x)
�0

� P (x) (±¬. °¨±. 3.5). �¤­ ª® ¨¬¥­­®
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¬�¥°²¢»¥ ª®­¶» ®¯°¥¤¥«¿¾² ±¯®­² ­­³¾ ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¼ ´¥°°®-

¬ £­¥²¨ª  ± ¯°¨¬¥±¿¬¨ ¢¡«¨§¨ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿ (±¬. £«. 3).
12.5. �­¨¢¥°± «¼­®±²¼ ª°¨²¨·¥±ª¨µ ¨­¤¥ª±®¢

�» ¯®§­ ª®¬¨«¨±¼ ± ²°¥¬¿ ª°¨²¨·¥±ª¨¬¨ ¨­¤¥ª± ¬¨: �, t ¨ P , ª®-

²®°»¥ ®¯¨±»¢ ¾² ¯®¢¥¤¥­¨¥ ° §«¨·­»µ ¢¥«¨·¨­ ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ¯®-

°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿. �²® ¯®¢¥¤¥­¨¥ ² ª¦¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ª°¨²¨·¥±ª¨¬,

² ª ª ª ´³­ª¶¨¨ R(µ), �(µ) ¨ �(µ) ¨¬¥¾² ¯°¨ x = xc ®±®¡»¥

²®·ª¨. � ¯°¨¬¥°, ´³­ª¶¨¿ R(µ) ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ¡¥±ª®­¥·­®±²¼, ³

´³­ª¶¨¨ P (µ) ¯¥°¢ ¿ ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ¢ ²®·ª¥ xc ¨¬¥¥² ° §°»¢. �

«¥¢®© ±²®°®­» ®­  ° ¢­  ­³«¾,   ± ¯° ¢®© ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ¡¥±ª®-

­¥·­®±²¼. � ´³­ª¶¨¨ �(µ) ¨¬¥¥² ° §°»¢ ¢²®° ¿ ¯°®¨§¢®¤­ ¿. �

²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿ ¨§¢¥±²­® ¬­®£® ¤°³£¨µ ¢¥«¨·¨­, ¨¬¥¾¹¨µ ª°¨-

²¨·¥±ª®¥ ¯®¢¥¤¥­¨¥, ¨, ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ¬­®£® ¤°³£¨µ ª°¨²¨·¥±ª¨µ

¨­¤¥ª±®¢.
�«¿ ª ¦¤®£® ¨§ ®¡±³¦¤ ¢¸¨µ±¿ ¢»¸¥ ª°¨²¨·¥±ª¨µ ¨­¤¥ª±®¢

¯°¨¢®¤¨«¨±¼ ¤¢  §­ ·¥­¨¿: ¤«¿ ¤¢³¬¥°­®© ¨ ¤«¿ ²°�¥µ¬¥°­®©

§ ¤ ·. �® ¢¥¤¼ ±³¹¥±²¢³¥² ¢¥«¨ª®¥ ¬­®¦¥±²¢® ¨ ¤¢³¬¥°­»µ, ¨

²°�¥µ¬¥°­»µ § ¤ ·. � ¯°¨¬¥°, ±³¹¥±²¢³¾² ²°�¥µ¬¥°­»¥ § ¤ ·¨ ³§-

«®¢, ±¢¿§¥©, ±´¥°, § ¤ ·  ®¡ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ³°®¢­¿ ¯°®²¥ª ­¨¿ ¢

±«³· ©­®¬ ¯®²¥­¶¨ «¥ ¨ ¬­®£¨¥ ¤°³£¨¥. � ª ª¨µ ¦¥ ¨­¤¥ª± µ ¸« 

°¥·¼? �¥¯¥°¼ ¬» ¯®¤µ®¤¨¬, ¯®¦ «³©, ª ± ¬®¬³ ¨­²¥°¥±­®¬³ ¬®-

¬¥­²³ ¢ ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿. �®£« ±­® ±®¢°¥¬¥­­»¬ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨-

¿¬ ª°¨²¨·¥±ª¨¥ ¨­¤¥ª±» ¤«¿ ¢±¥µ § ¤ · ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ± ®¤­®© ¨

²®© ¦¥ ° §¬¥°­®±²¼¾ ®¤¨­ ª®¢». (�°¥¤¨ § ¤ ·, ³¯®¬¿­³²»µ ¢ ½²®©

ª­¨£¥, ¨±ª«¾·¥­¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ²®«¼ª® § ¤ ·  ®¡ ®°¨¥­²¨°®¢ ­-
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­®¬ ¯°®²¥ª ­¨¨.) �²¢¥°¦¤¥­¨¥ ®¡ ³­¨¢¥°± «¼­®±²¨ ª°¨²¨·¥±ª¨µ

¨­¤¥ª±®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ±ª®°¥¥ ¯°¨­¿²»¬, ·¥¬ ±²°®£® ¤®ª § ­­»¬. �¤-

­ ª® ¬­®£®·¨±«¥­­»¥ ¯°®¢¥°ª¨ ½²®£® ³²¢¥°¦¤¥­¨¿, ¢»¯®«­¥­­»¥

± ¯®¬®¹¼¾ ���, ­¥ ±¬®£«¨ ¥£® ®¯°®¢¥°£­³²¼.

� ·¥¬ ´¨§¨·¥±ª¨¥ ¯°¨·¨­» ³­¨¢¥°± «¼­®±²¨ ¨­¤¥ª±®¢? �¨¤¨-

¬®, ¢ ²®¬, ·²® ¨­¤¥ª±» ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ±²°³ª²³°®© ª« ±²¥°®¢ ¢

®ª°¥±²­®±²¨ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿. �±­®¢­³¾ °®«¼ ¯°¨ ½²®¬ ¨£° -

¾² £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  ª« ±²¥°®¢, ¯°®¿¢«¿¾¹¨¥±¿ ­  ¡®«¼-

¸¨µ ° ±±²®¿­¨¿µ (¯®°¿¤ª  ° ¤¨³±  ª®°°¥«¿¶¨¨). �¡«¨§¨ ¯®°®£®-

¢®© ²®·ª¨ ½²¨ ° ±±²®¿­¨¿ ­ ¬­®£® ¯°¥¢®±µ®¤¿² ¯¥°¨®¤ °¥¸�¥²ª¨

(¢ ±«³· ¥ °¥¸�¥²®·­»µ § ¤ ·) ¨«¨ ° ¤¨³± ±´¥°» (¢ ±«³· ¥ § ¤ ·¨

±´¥°). �®½²®¬³ £¥®¬¥²°¨¿ ª« ±²¥°®¢ ­¥ § ¢¨±¨² ®² ²®£®, ­  ª ª®©

°¥¸�¥²ª¥ § ¤ ­  § ¤ · . � ¤ ·  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢®®¡¹¥ ­¥ °¥¸�¥²®·­®©,

  § ¤ ­­®© ­  ³§« µ, ±«³· ©­® ° ±¯®«®¦¥­­»µ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥, ¨

½²® ²®¦¥ ­¥ ¯®¢«¨¿¥² ­  ±²°³ª²³°³ ¡®«¼¸¨µ ª« ±²¥°®¢. �®, ° -

§³¬¥¥²±¿, ° §¬¥°­®±²¼ ¯°®±²° ­±²¢  ®·¥­¼ ±¨«¼­® ±ª §»¢ ¥²±¿ ­ 

£¥®¬¥²°¨¨ ª« ±²¥°®¢, ² ª ª ª ®¡¥±¯¥·¨²¼, ­ ¯°¨¬¥°, À° §¢¿§ª³Á

«¨­¨© ¢ ²°�¥µ¬¥°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ £®° §¤® «¥£·¥, ·¥¬ ¢ ¤¢³¬¥°-

­®¬. �® ½²¨¬ ¯°¨·¨­ ¬ ª°¨²¨·¥±ª¨¥ ¨­¤¥ª±» ­¥ § ¢¨±¿² ®² ²¨¯ 

§ ¤ ·¨, ­® § ¢¨±¿² ®² ° §¬¥°­®±²¨ ¯°®±²° ­±²¢ .

�­²¥°¥±­® § ¬¥²¨²¼, ·²® ¨§¬¥­¥­¨¥ ª°¨²¨·¥±ª¨µ ¨­¤¥ª±®¢ ±

³¢¥«¨·¥­¨¥¬ ° §¬¥°­®±²¨ ¯°®±²° ­±²¢  ¯°®¨±µ®¤¨² ¤® ° §¬¥°­®-

±²¨ 6. � ·¨­ ¿ ± ¸¥±²¨¬¥°­®£® ¯°®±²° ­±²¢ , ¨­¤¥ª±» ­¥ ¬¥­¿-

¾²±¿ ± ³¢¥«¨·¥­¨¥¬ ° §¬¥°­®±²¨, ¯°¨·�¥¬ ¨­¤¥ª± � = 1, ª ª ³

°¥¸�¥²ª¨ �¥²¥. �°¨ d > 6 § ¤ ·  ® ª°¨²¨·¥±ª¨µ ¨­¤¥ª± µ §­ ·¨-

²¥«¼­® ³¯°®¹ ¥²±¿ ¨ ¤®¯³±ª ¥² ²®·­®¥ °¥¸¥­¨¥.

�² ª, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ¯®°®£®¢ ¯°®²¥ª ­¨¿, ª®²®°»¥ ±³¹¥±²¢¥­­®
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§ ¢¨±¿² ®² ²¨¯  § ¤ ·¨, ª°¨²¨·¥±ª¨¥ ¨­¤¥ª±» ®¡« ¤ ¾² ®¯°¥¤¥-

«¥­­®© ³­¨¢¥°± «¼­®±²¼¾. �²±¾¤  ±«¥¤³¥² ¯°®±²®© ¢»¢®¤. �±«¨

°¥§³«¼² ²» ´¨§¨·¥±ª®£® ½ª±¯¥°¨¬¥­²  ²° ª²³¾²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ²¥-

®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿,   ¬¨ª°®±ª®¯¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³°  ¨±±«¥¤³¥¬®© ±¨-

±²¥¬» ­¥ ¢¯®«­¥ ¿±­ , ²® ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£® ±«¥¤³¥² ±° ¢­¨¢ ²¼ ± ²¥®°¨-

¥© ª°¨²¨·¥±ª¨¥ ¨­¤¥ª±», ² ª ª ª ®­¨ ¯®·²¨ ­¨ ®² ·¥£® ­¥ § ¢¨±¿².

�¬¥­­® ² ª ¨ ¯®±²³¯ ¾² ¯°¨  ­ «¨§¥ ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­»µ ¤ ­­»µ

¯® ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¨ ¢ £¥²¥°®£¥­­»µ ¬ ²¥°¨ « µ (±¬. £«. 9).

�¤¥¿ ³­¨¢¥°± «¼­®±²¨ ª°¨²¨·¥±ª¨µ ¨­¤¥ª±®¢ § ¨¬±²¢®¢ ­  ²¥-

®°¨¥© ¯°®²¥ª ­¨¿ ³ ²¥®°¨¨ ´ §®¢»µ ¯¥°¥µ®¤®¢ ¢²®°®£® °®¤  (ª

´ §®¢»¬ ¯¥°¥µ®¤ ¬ ¢²®°®£® °®¤  ®²­®±¿²±¿, ­ ¯°¨¬¥°, ¯°®¨±µ®-

¤¿¹¨¥ ¯°¨ ¯®¢»¸¥­¨¨ ²¥¬¯¥° ²³°» ¯¥°¥µ®¤ ¬¥² ««  ¨§ ±¢¥°µ-

¯°®¢®¤¿¹¥£® ±®±²®¿­¨¿ ¢ ­®°¬ «¼­®¥ ¨ ¯¥°¥µ®¤ ´¥°°®¬ £­¥²¨ª 

¢ ­¥´¥°°®¬ £­¨²­®¥ ±®±²®¿­¨¥). �¡«¨§¨ ²®·ª¨ ´ §®¢®£® ¯¥°¥µ®¤ 

¢²®°®£® °®¤  ² ª ¦¥, ª ª ¢¡«¨§¨ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿, ®¡° §³¾²±¿

®¡« ±²¨ ¡®«¼¸®£® ° §¬¥° , ®²«¨· ¾¹¨¥±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  ±¢®¨¬¨

±¢®©±²¢ ¬¨. � §­¨¶  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® £° ­¨¶» ½²¨µ ®¡« ±²¥© ­¥

À§ ¬®°®¦¥­»Á, ª ª ¢ ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿,   ¬¥­¿¾²±¿ ±® ¢°¥¬¥­¥¬

¡« £®¤ °¿ ²¥¯«®¢®¬³ ¤¢¨¦¥­¨¾. � §¬¥° ®¡« ±²¥© ² ª¦¥ ­ §»¢ -

¥²±¿ ° ¤¨³±®¬ ª®°°¥«¿¶¨¨ ¨ ¢»° ¦ ¥²±¿ ´®°¬³«®© (12.1).

�§ ²¥®°¨¨ ´ §®¢»µ ¯¥°¥µ®¤®¢ ¯°¨¸«  ¨ ¤°³£ ¿ ¢ ¦­ ¿ ¨¤¥¿ |

£¨¯®²¥§  ¯®¤®¡¨¿. � ¯°¨¬¥­¥­¨¨ ª ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿ ®­  ±®±²®-

¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬. �®¯³±²¨¬, ·²® ±¤¥« ­» ´®²®£° ´¨¨ ° §«¨·­»µ

³· ±²ª®¢ ±¥²ª¨ ± ¡«®ª¨°®¢ ­­»¬¨ ³§« ¬¨ ¯°¨ ¤¢³µ §­ ·¥­¨¿µ a,

° ¢­»µ x1 ¨ x2. �¡  §­ ·¥­¨¿ ­ µ®¤¿²±¿ ¯® ®¤­³ ±²®°®­³ ®² xc ¨

¡«¨§ª¨ ª xc. �³±²¼, ­ ¯°¨¬¥°, x1 � xc > x2 � xc > 0. �°¨ µ = µ1
° ¤¨³± ª®°°¥«¿¶¨¨ R1 = l(µ � x±)

��,   ¯°¨ x = x2 ®­ ° ¢¥­
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R2 = l(µ�xc)��. �® ³±«®¢¨¾ R1 < R2 �®¤®¡¨¥ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®

¥±«¨ ´®²®£° ´¨¨, ±¤¥« ­­»¥ ¯°¨ µ = x1 ³¢¥«¨·¨²¼ ¢ ®²­®¸¥­¨¨
R2
R1

²® À¢ ±°¥¤­¥¬Á ®­¨ ­¨·¥¬ ­¥ ¡³¤³² ®²«¨· ²¼±¿ ®² ´®²®£° ´¨©,

±¤¥« ­­»µ ¯°¨ µ = µ2. �°¨ ½²®¬ ´®²®£° ´¨¨ ¯°¥¤¯®« £ ¾²±¿

±²®«¼ À¬¥«ª¨¬¨Á, ·²® ­  ­¨µ ­¥ ¢¨¤­» ®²¤¥«¼­»¥ ³§«» ¨ ±¢¿§¨,  

¢¨¤­» «¨¸¼ ¡®«¼¸¨¥ ¡«®ª¨. �² ª, £¨¯®²¥§  ¯®¤®¡¨¿ § ª«¾· ¥²±¿

¢ ²®¬, ·²® ¯°¨ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ª ¯®°®£³ ¯°®²¥ª ­¨¿ ª°³¯­®¬ ±¸² ¡-

­ ¿ £¥®¬¥²°¨¿ ±¨±²¥¬» ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ¯®¤®¡­»¬ ®¡° §®¬, ¯°¨·�¥¬

¢±¥ «¨­¥©­»¥ ° §¬¥°» ³¢¥«¨·¨¢ ¾²±¿ ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­® ° ¤¨³±³

ª®°°¥«¿¶¨¨.

� ¬¥²¨¬, ·²® ¬®¤¥«¼ �ª«®¢±ª®£® | ¤¥ �¥­  ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²

£¨¯®²¥§¥ ¯®¤®¡¨¿, ®¤­ ª® £¨¯®²¥§  ¯®¤®¡¨¿ £®° §¤® ¸¨°¥. �­ 

ª ± ¥²±¿ ­¥ ²®«¼ª® ±ª¥«¥²  ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥°  ¨ ¢®®¡¹¥ ­¥

¯°¥¤¯®« £ ¥² ° §¡¨¥­¨¿ ­  ±ª¥«¥² ¨ ¬�¥°²¢»¥ ª®­¶».

� ²¥¬ ²¨·¥±ª ¿ ´®°¬³«¨°®¢ª  £¨¯®²¥§» ¯®¤®¡¨¿ ¯®§¢®«¿¥²

³±² ­®¢¨²¼ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ª°¨²¨·¥±ª¨¬¨ ¨­¤¥ª± ¬¨ �, � ¨ ²°¥²¼¨¬

¨­¤¥ª±®¬, ª®²®°»© §¤¥±¼ ­¥ ¢¢®¤¨«±¿. � ±·�¥²» ¯®ª §»¢ ¾², ·²®

½²  ±¢¿§¼ µ®°®¸® ¢»¯®«­¿¥²±¿.

�°¥¤±² ¢«¥­¨¿ ® ¯®¤®¡¨¨, ¢¯¥°¢»¥ ¢¢¥¤�¥­­»¥ ±®¢¥²±ª¨¬¨ ´¨§¨-

ª ¬¨ �. 3. � ² ¸¨­±ª¨¬ ¨ �. �. �®ª°®¢±ª¨¬,   ² ª¦¥  ¬¥°¨ª ­-

±ª¨¬ ´¨§¨ª®¬ �. � ¤ ­®¢»¬, «¥¦ ² ¢ ®±­®¢¥ ±®¢°¥¬¥­­®© ²¥®°¨¨

´ §®¢»µ ¯¥°¥µ®¤®¢ ¨ ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿.

� ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿¬¨ ® ¯®¤®¡¨¨ ±¢¿§ ­ °¿¤ ­®¢»µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥-

±ª¨µ ¬¥²®¤®¢ ¢»·¨±«¥­¨¿ ª°¨²¨·¥±ª¨µ ¨­¤¥ª±». �²¨ ¬¥²®¤» ¡³°-

­® ° §¢¨¢ «¨±¼ ¢ ¯®±«¥¤­¥¥ ¤¥±¿²¨«¥²¨¥ ¨ ¤®±²¨£«¨ ®¯°¥¤¥«�¥­­®£®

±®¢¥°¸¥­±²¢ . � ­ ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ ¯®·²  ¢±¥ ®±­®¢­»¥ ¨­¤¥ª±» ¢»-

·¨±«¥­» ± ¨µ ¯®¬®¹¼¾. �¤­ ª® ¢»·¨±«¥­¨¿ ±²®«¼ ±«®¦­», ·²® ¨µ
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²°³¤­® ¨§«®¦¨²¼ ¢ ½²®© ª­¨£¥.



�« ¢  13.

�°»¦ª®¢ ¿ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼

� ¯°¥¤»¤³¹¨µ £« ¢ µ ¡»«® ¯®¤°®¡­® ®¯¨± ­®, ª ª ¯°¨¬¥­¿¥²±¿

²¥®°¨¿ ¯°®²¥ª ­¨¿ ¤«¿ ¢»·¨±«¥­¨¿ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¨ ±¨±²¥¬,

±®±²®¿¹¨µ ¨§ ±«³· ©­® ±®±² ¢«¥­­»µ ½«¥¬¥­²®¢. �°¨ ½²®¬ ª ¦¤»©

½«¥¬¥­² ¡»« «¨¡® ¯°®¢®¤¿¹¨¬, «¨¡® ­¥¯°®¢®¤¿¹¨¬, ­® ±®¯°®²¨-

¢«¥­¨¥ ¢±¥µ ¯°®¢®¤¿¹¨µ ½«¥¬¥­²®¢ ¯°¥¤¯®« £ «®±¼ ®¤¨­ ª®¢»¬.

�°¨¬¥° ¬¨ ² ª¨µ ±¨±²¥¬ ¿¢«¿¾²±¿ ±¥²ª¨ ± ° §®°¢ ­­»¬¨ ±¢¿§¿¬¨

¨«¨ ¡«®ª¨°®¢ ­­»¬¨ ³§« ¬¨, ±¬¥±¼ ¬¥² ««¨·¥±ª¨µ ¨ ¤¨½«¥ª²°¨-

·¥±ª¨µ ¸ °¨ª®¢ ¨ ². ¤.
�¥¯¥°¼ ¬» ®¡° ²¨¬±¿ ª ¤°³£®¬³ ª« ±±³ ±¨±²¥¬, ª®²®°»¥ ²®¦¥

±«³· ©­® ±®±² ¢«¥­» ¨§ ° §«¨·­»µ ½«¥¬¥­²®¢, ­® ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿

½²¨µ ½«¥¬¥­²®¢ ¬®£³² ¯°¨­¨¬ ²¼ «¾¡»¥ §­ ·¥­¨¿, § ª«¾·¥­­»¥ ¢

®·¥­¼ ¸¨°®ª®¬ ¨­²¥°¢ «¥ ®² ± ¬»µ ¬ «»µ ¤® ·³¤®¢¨¹­® ¡®«¼¸¨µ.

�ª §»¢ ¥²±¿, § ¤ ·  ® ¢»·¨±«¥­¨¨ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿ ±¨±²¥¬, ±®±²®-

¿¹¨µ ¨§ ®·¥­¼ ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ½²¨µ ½«¥¬¥­²®¢, ²®¦¥ °¥¸ ¥²±¿ ±

¯®¬®¹¼¾ ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿. � 1971 £. ¡»«  ¯®±²°®¥­  ²¥®°¨¿

¯°»¦ª®¢®© ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¨ ¯®«³¯°®¢®¤­¨ª®¢, ¢ ®±­®¢³ ª®-

²®°®© «¥£«¨ ¨¤¥¨ ¯°®²¥ª ­¨¿. � ½²®© £« ¢¥ ¬» ¯®§­ ª®¬¨¬±¿ ±

¿¢«¥­¨¥¬ ¯°»¦ª®¢®© ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¨ ¨ ¥£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬

229
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®¯¨± ­¨¥¬.
13.1. �¥µ ­¨§¬ ¯°»¦ª®¢®© ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¨

� ±±¬®²°¨¬ ¯°¨¬¥±­»© ¯®«³¯°®¢®¤­¨ª, ±®¤¥°¦ ¹¨©, ­ ¯°¨-

¬¥°, ¤®­®°­»¥ ¯°¨¬¥±¨. �®­¶¥­²° ¶¨¾ ¯°¨¬¥±¥© ¡³¤¥¬ ±·¨-

² ²¼ ¬ «®© ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ± ª°¨²¨·¥±ª®© ª®­¶¥­²° ¶¨¥© Nc, ¯°¨

ª®²®°®© ¯°®¨±µ®¤¨² ¬®²²®¢±ª¨© ¯¥°¥µ®¤ ¬¥² «« | ¤¨½«¥ª²°¨ª

(±¬. £«. 8). �°¨ ½²¨µ ³±«®¢¨¿µ ¯¥°¥ª°»²¨¥ ½«¥ª²°®­­»µ ®¡®«®·¥ª

±®±¥¤­¨µ ¯°¨¬¥±­»µ  ²®¬®¢ ¬ «®. �®½²®¬³ ª ¦¤»© ¤®­®° ¬®¦-

­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¨§®«¨°®¢ ­­»© ¢®¤®°®¤®¯®¤®¡­»©  ²®¬,

¢­¥¸­¨© ½«¥ª²°®­ ª®²®°®£® ­ µ®¤¨²±¿ ­  ° ±±²®¿­¨¨ ¯®°¿¤ª  a��
®² ¿¤°  ¨ ¨¬¥¥² ½­¥°£¨¾ ±¢¿§¨ ¯®°¿¤ª  E�

� (£«. 8). �®¯³±²¨¬,

·²® ²¥¬¯¥° ²³°  ±²®«¼ ­¨§ª , ·²® ²¥¯«®¢®© ½­¥°£¨¨ ª®«¥¡«¾¹¨µ-

±¿  ²®¬®¢ ­¥¤®±² ²®·­®, ·²®¡» ®²°»¢ ²¼ ½«¥ª²°®­» ®² ¤®­®°®¢.

� ª ¦¥ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¯°¨ ½²®¬ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼?
�°¥¤±² ¢¨¬, ·²® · ±²¼ ¤®­®°®¢ ­¥ ¨¬¥¥² ¢­¥¸­¥£® ½«¥ª²°®-

­ . �¡»·­® ² ª ¯®«³· ¥²±¿ ¢±«¥¤±²¢¨¥ ª®¬¯¥­± ¶¨¨ ¯°¨¬¥±¥©

(£«. 10). �±«¨ ¯®«³¯°®¢®¤­¨ª ±®¤¥°¦¨² ­¥ ²®«¼ª® ¤®­®°­»¥, ­® ¨

 ª¶¥¯²®°­»¥ ¯°¨¬¥±¨, ²® ª ¦¤»©  ª¶¥¯²®° § ¡¨° ¥² ½«¥ª²°®­ ³

¤®­®° . �±«¨  ª¶¥¯²®°®¢ ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ ¤®­®°®¢, ²® · ±²¼ ¤®­®°®¢

±®µ° ­¨² ¢­¥¸­¨© ½«¥ª²°®­,   ¤°³£ ¿ · ±²¼ ®±² ­¥²±¿ ¡¥§ ½«¥ª²°®-

­  ¨ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¯®«®¦¨²¥«¼­»© § °¿¤.

�¥µ ­¨§¬ ¯°»¦ª®¢®© ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¨ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®

½«¥ª²°®­ À¯¥°¥¯°»£¨¢ ¥²Á ± ®¤­®£® ¤®­®°  ­  ¤°³£®©, ª®²®°»© ­¥

¨¬¥« ¤® ½²®£® ½«¥ª²°®­ .

�¥©· ± ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©, ª®£¤  ¯®²¥­¶¨ «¼­ ¿ ½­¥°£¨¿
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¢­¥¸­¥£® ¤®­®°­®£® ½«¥ª²°®­  ±« ¡® § ¢¨±¨² ®² ¯®«®¦¥­¨¿ ¤®­®-

°  ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥, ². ¥. ®² ²®£®, ª ª®¢  ª®­´¨£³° ¶¨¿ § °¿¦¥­­»µ

¯°¨¬¥±¥©, ®ª°³¦ ¾¹¨µ ¤ ­­»© ¤®­®°. �²®² ±«³· © ±®®²¢¥²±²¢³-

¥² ¬ «®© ª®­¶¥­²° ¶¨¨ ¯°¨¬¥±¥©. � ²¨¯¨·­»µ ¤«¿ ¯°»¦ª®¢®©

¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ³±«®¢¨¿µ ° §¡°®± ½­¥°£¨© ¢­¥¸­¨µ ½«¥ª²°®­®¢, ­ -

µ®¤¿¹¨µ±¿ ­  ° §­»µ ¤®­®° µ, ±®±² ¢«¿¥² ¯°¨¬¥°­® 1
10
®² ½­¥°£¨¨

±¢¿§¨ E�
�.

� ² ª®© ±¨²³ ¶¨¨ ®±­®¢­®¥ ¯°¥¯¿²±²¢¨¥ ¤«¿ ½«¥ª²°®­­®£®

À¯°»¦ª Á ¬¥¦¤³ ¤®­®° ¬¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¯°¨²¿¦¥­¨¥ ½«¥ª²°®­ 

ª ²®¬³ ¤®­®°³, ª®²®°®¬³ ®­ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¢ ­ · «¼­®¬ ±®±²®¿-

­¨¨. �±«¨ ° ±±³¦¤ ²¼ ± ¯®§¨¶¨© ª« ±±¨·¥±ª®© ¬¥µ ­¨ª¨, ²®, ¤«¿

²®£® ·²®¡» ¯¥°¥¢¥±²¨ ½«¥ª²°®­ ± ¢­¥¸­¥© ®°¡¨²» ®¤­®£® ¤®­®-

°  ­  ¢­¥¸­¾¾ ®°¡¨²³ ¤°³£®£® ¤®­®° , ­³¦­® ±®¢¥°¸¨²¼ ° ¡®²³

¯°®²¨¢ ±¨« ¯°¨²¿¦¥­¨¿, ² ª ª ª ­¥®¡µ®¤¨¬® ³¤ «¨²¼ ½«¥ª²°®­ ­ 

¯®«®¢¨­³ ° ±±²®¿­¨¿ ¬¥¦¤³ ¤®­®° ¬¨. �®±«¥ ½²®£® ½«¥ª²°®­ ­ -

·­¥² ¯°¨²¿£¨¢ ²¼±¿ ª® ¢²®°®¬³ ¤®­®°³. �±«¨ ¤®­®°» ±²®¿² °¥¤ª®,

²® ½²  ° ¡®²  ¬ «® ®²«¨· ¥²±¿ ®² ° ¡®²» ¯® ³¤ «¥­¨¾ ½«¥ª²°®­ ,

¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¥£® ¨§®«¨°®¢ ­­®¬³ ¤®­®°³, ­  ¡¥±ª®­¥·­®±²¼, ². ¥.

®² ½­¥°£¨¨ ±¢¿§¨ E�
�.

� ·¥¬ ¦¥ ¯°¥¨¬³¹¥±²¢® ¯°»¦ª®¢®© ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¨ ¯¥-

°¥¤ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼¾ ±¢®¡®¤­»µ ½«¥ª²°®­®¢? �¥«® ¢ ²®¬, ·²®

¯°»¦ª®¢ ¿ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼ | ¿¢«¥­¨¥ ª¢ ­²®¢®¥. �¢ ­²®¢ ¿

¬¥µ ­¨ª  ° §°¥¸ ¥² ½«¥ª²°®­³ ¯¥°¥©²¨ ± ®¤­®£® ¤®­®°  ­  ¤°³-

£®©, ¬¨­³¿ ±¢®¡®¤­®¥ ±®±²®¿­¨¥ ¨ ­¥ § ­¨¬ ¿ ½­¥°£¨¾ ³ ²¥¯«®¢®£®

¤¢¨¦¥­¨¿  ²®¬®¢. � ª®© ¯¥°¥µ®¤ ­ §»¢ ¥²±¿ ²³­­¥«¼­»¬. � ª®­

±®µ° ­¥­¨¿ ½­¥°£¨¨ ®±² ¥²±¿ ¢ ±¨«¥ ¨ ¤«¿ ²³­­¥«¼­»µ ¯¥°¥µ®¤®¢.

�­ ²°¥¡³¥², ·²®¡» ½­¥°£¨¿ ½«¥ª²°®­®¢ ¢ ­ · «¼­®¬ ¨ ª®­¥·­®¬
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±®±²®¿­¨¿µ ¡»«  ®¤¨­ ª®¢®©. �®½²®¬³, ¥±«¨ ¡« £®¤ °¿ ¯®²¥­¶¨ -

« ¬ ®ª°³¦ ¾¹¨µ ¯°¨¬¥±¥©, ½­¥°£¨¨ ½«¥ª²°®­  ­  ¯¥°¢®¬ ¨ ¢²®-

°®¬ ¤®­®°¥ ®²«¨· ¾²±¿, ­¥¤®±² ¾¹³¾ ½­¥°£¨¾ ¢±¥ ° ¢­® ¯°¨¤¥²-

±¿ § ­¨¬ ²¼,   «¨¸­¾¾ ®²¤ ¢ ²¼. �® ½²  ½­¥°£¨¿ ¢ 10 ° § ¬¥­¼-

¸¥, ·¥¬ E�
�. �®½²®¬³ ¢ ­¨§ª®²¥¬¯¥° ²³°­»µ ³±«®¢¨¿µ ¯°»¦ª®¢ ¿

½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¼ ¢»¨£°»¢ ¥² ³ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤­®±²¨ ±¢®¡®¤­»µ

½«¥ª²°®­®¢.
13.2. �¥²ª  ±®¯°®²¨¢«¥­¨©

�«¥¤³¥², ®¤­ ª®, ¨¬¥²¼ ¢ ¢¨¤³, ·²® ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ³±«®-

¢¨¿µ ²³­­¥«¼­»© ¯¥°¥µ®¤ | ±®¡»²¨¥ ®·¥­¼ ¬ «® ¢¥°®¿²­®¥. � ª

£®¢®°¨«®±¼ ¢ £«. 8, ¢¥°®¿²­®±²¼ ­ ©²¨ ¢­¥¸­¨© ½«¥ª²°®­ ¤®­®° 

­  ° ±±²®¿­¨¨ r ®² ¤®­®°­®£® ¿¤°  ³¡»¢ ¥² ± r ¯® § ª®­³ ¥
� 2r
a�
� ,

£¤¥ e � 2;72. �±«¨ ¤®­®°» 1 ¨ 2 ­ µ®¤¿²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  ­ 

° ±±²®¿­¨¨ r12, ²® ¢¥°®¿²­®±²¼ ­ ©²¨ ¢­¥¸­¨© ½«¥ª²°®­ ¤®­®°  1

¢¡«¨§¨ ¿¤°  ¤®­®°  2 ° ¢­  ¥
�2r12

a�
� �²³ ¢¥«¨·¨­³ ¨ ±®¤¥°¦¨² ¢¥-

°®¿²­®±²¼ ²³­­¥«¼­®£® ¯¥°¥µ®¤ . � ª ±«¥¤³¥² ¨§ £«. 8, ¥±«¨ ª®­-

¶¥­²° ¶¨¿ ¤®­®°®¢ ¬­®£® ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ ª®­¶¥­²° ¶¨¿ Nc, ±®®²¢¥²-

±²¢³¾¹ ¿ ¯¥°¥µ®¤³ ¤¨½«¥ª²°¨ª | ¬¥² ««, ²® ±°¥¤­¥¥ ° ±±²®¿­¨¥

¬¥¦¤³ ¤®­®° ¬¨ £®° §¤® ¡®«¼¸¥, ·¥¬ a��, ¨, ª ª ¯° ¢¨«®, ¢¥«¨-

·¨­  ¥
�2r12

a�
� =

1

e
2r12
a�
�

®·¥­¼ ¬ « .
�¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥ ¬¥¦¤³ ±®±¥¤­¨¬¨ ¤®­®° ¬¨ ¢°¥¬¿ ®² ¢°¥¬¥­¨ ¯°®-

¨±µ®¤¿² ²³­­¥«¼­»¥ ¯¥°¥µ®¤». �±«¨ ª ¯®«³¯°®¢®¤¢¨ª³ ¯°¨«®¦¨²¼

½«¥ª²°¨·¥±ª®¥ ¯®«¥, ²® ®ª ¦¥²±¿, ·²® ¯¥°¥µ®¤» ¢ ­ ¯° ¢«¥­¨¨
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¯°®²¨¢ ¯®«¿ (¯® ­ ¯° ¢«¥­¨¾ ¤¥©±²¢³¾¹¥© ±¨«») ¯°®¨±µ®¤¿² · -

¹¥, ·¥¬ ¯¥°¥µ®¤» ¯® ¯®«¾. � °¥§³«¼² ²¥ ¢®§­¨ª ¥² ½«¥ª²°¨·¥±ª¨©

²®ª, ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­»© ½«¥ª²°¨·¥±ª®¬³ ¯®«¾. � ½²®¬ ¨ ±®±²®¨²

¨­²¥°¥±³¾¹¥¥ ­ ± ¿¢«¥­¨¥.

�«¿ ¢»·¨±«¥­¨¿ ³¤¥«¼­®£® ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿ ¯®«³¯°®¢®¤­¨ª  ¨±-

¯®«¼§³¾² ¬®¤¥«¼, ª®²®° ¿ ­ §»¢ ¥²±¿ À±¥²ª  ±®¯°®²¨¢«¥­¨©Á. �² 

¬®¤¥«¼ ´®°¬³«¨°³¥²±¿ ­¥ ­  ¿§»ª¥  ²®¬®¢ ¨ ²³­­¥«¼­»µ ¯¥°¥µ®-

¤®¢,   ­  ¿§»ª¥ ®¡»ª­®¢¥­­»µ ½«¥ª²°®²¥µ­¨·¥±ª¨µ ±®¯°®²¨¢«¥-

­¨©. �°¥¤±² ¢¨¬, ·²® ¬¥¦¤³ ª ¦¤®© ¯ °®© ¤®­®°®¢ ¢ª«¾·¥­®

±®¯°®²¨¢«¥­¨¥. � ¬¨ ¤®­®°» ¬®¦­® ¢®®¡° ¦ ²¼ ¢ ¢¨¤¥ ª°®µ®²-

­»µ ¬¥² ««¨·¥±ª¨µ ¸ °¨ª®¢, ª ª®²®°»¬ ¯°¨¯ ¿­» ¯°®¢®«®·ª¨ ®²

¬­®¦¥±²¢  ±®¯°®²¨¢«¥­¨©. �²®°®© ª®­¥¶ ª ¦¤®£® ¨§ ½²¨µ ±®¯°®²¨-

¢«¥­¨© ¯°¨¯ ¿­ ª ¤°³£®¬³ ¸ °¨ª³. � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨²±¿ ­¥·²®

¢°®¤¥ ¡¥±¯®°¿¤®·­®© ²°�¥µ¬¥°­®© ±¥²ª¨ ±®¯°®²¨¢«¥­¨©. � §³¬¥¥²-

±¿, ¥±«¨ ¢» § µ®²¨²¥ ­  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ¥�¥ ±®¡° ²¼, ¯°¨¤�¥²±¿ ±¨«¼­®

³¢¥«¨·¨²¼ ¬ ±¸² ¡» ±¨±²¥¬». �¥¤¼ ±°¥¤­¥¥ ° ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ¤®-

­®° ¬¨ ¯®°¿¤ª  10�5 ±¬.
�®¯°®²¨¢«¥­¨¿, ¢ª«¾·�¥­­»¥ ¬¥¦¤³ ¤®­®° ¬¨, ¤®«¦­» ¡»²¼

¢»·¨±«¥­», ¨±µ®¤¿ ¨§ ²³­­¥«¼­®£® ²®ª , ª®²®°»© ²¥·�¥² ¬¥¦¤³

½²¨¬¨ ¤®­®° ¬¨ ¯°¨ § ¤ ­­®¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¬ ¯®«¥. �²® ±¢®¤¨²±¿

ª °¥¸¥­¨¾ ª¢ ­²®¢®¬¥µ ­¨·¥±ª®© § ¤ ·¨, ª®²®°®¥ ¬» ­¥ ¡³¤¥¬

§¤¥±¼ ¯°¨¢®¤¨²¼. � ¬¥²¨¬ ²®«¼ª®, ·²® ±®£« ±­® ±ª § ­­®¬³ ¢»¸¥,

·¥¬ ¤ «¼¸¥ ¤®­®°» ¤°³£ ®² ¤°³£ , ²¥¬ ¬¥­¼¸¨© ²®ª ¯¥°¥­®±¨²±¿

²³­­¥«¼­»¬¨ ¯¥°¥µ®¤ ¬¨ ¬¥¦¤³ ½²¨¬¨ ¤®­®° ¬¨ ¯°¨ ®¤­®¬ ¨ ²®¬

¦¥ ¯®«¥.

� ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ½²¨¬, ±®¯°®²¨¢«¥­¨¥ R, ±¢¿§»¢ ¾¹¥¥ ¤®­®°»,
­ µ®¤¿¹¨¥±¿ ­  ° ±±²®¿­¨¨ r ¤°³£ ®² ¤°³£ , ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢
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¢¨¤¥

R(r) = R0e
2r12
a�
� ; (13.1)

£¤¥ ¢¥«¨·¨­  R0 ®¤¨­ ª®¢  ¤«¿ ¢±¥µ ±®¯°®²¨¢«¥­¨© (®­  ¬®¦¥²

¡»²¼ ¯®°¿¤ª  1 �¬). � ¤ ·  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡» ­ ©²¨ ³¤¥«¼­®¥

±®¯°®²¨¢«¥­¨¥ ±¨±²¥¬», ±®±²®¿¹¥© ¨§ ®·¥­¼ ¡®«¼¸®£® (1016{1019)

·¨±«  ¤®­®°®¢, ±«³· ©­® ° §¡°®± ­­»µ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥.
13.3. �¢®©±²¢  ±¥²ª¨ ±®¯°®²¨¢«¥­¨©

�« ¢­ ¿ ·¥°²  ®¡±³¦¤ ¥¬®© ¬®¤¥«¨ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ±®¯°®-

²¨¢«¥­¨¿, ®¯°¥¤¥«¿¥¬»¥ ´®°¬³«®© (13.1), ·³¤®¢¨¹­® ®²«¨· ¾²±¿

¤°³£ ®² ¤°³£ . �°¥¤­¥¥ ° ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ¤®­®° ¬¨ r� ±¢¿§ ­® ±

ª®­¶¥­²° ¶¨¥© ¤®­®°®¢ N� ±®®²­®¸¥­¨¥¬ 4
3
�r3�N� = 1, ®§­ · -

¾¹¨¬, ·²® ¢ ±´¥°¥ ° ¤¨³±  r� ¢ ±°¥¤­¥¬ ­ µ®¤¨²±¿ ®¤¨­ ¤®­®°.

� ³±«®¢¨¿µ, ¢ ª®²®°»µ ®¡»·­® ­ ¡«¾¤ ¥²±¿ ¯°»¦ª®¢ ¿ ½«¥ª²°®-

¯°®¢®¤­®±²¼, ¢¥«¨·¨­  r� ¯°¥¢»¸ ¥²  �� ¢ 6{12 ° §.

�®¯³±²¨¬, ­ ¯°¨¬¥°, ·²® r� = 10a��. �®£¤  ±®¯°®²¨¢«¥­¨¥,

¢ª«¾·¥­­®¥ ¬¥¦¤³ ¤®­®° ¬¨, ­ µ®¤¿¹¨¬¨±¿ ­  ° ±±²®¿­¨¨ 1;5r� ,

®²­®±¨²±¿ ª ±®¯°®²¨¢«¥­¨¾, ¢ª«¾·¥­­®¬³ ¬¥¦¤³ ¤®­®° ¬¨ ± ° ±-

±²®¿­¨¥¬ r� , ª ª e

r�
a�
� = e10 = 2;2 � 104.
�®­®°» ± ¢§ ¨¬­»¬ ° ±±²®¿­¨¥¬ r� ¢±²°¥· ¾²±¿ ¯®·²¨ ² ª ¦¥

· ±²®, ª ª ¨ ± ° ±±²®¿­¨¥¬ 1;5r� . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ­¥§­ ·¨²¥«¼­®¥

¨§¬¥­¥­¨¥ ° ±±²®¿­¨¿ ¬¥¦¤³ ¤®­®° ¬¨ ¢¥¤¥² ª ®£°®¬­®¬³ ¨§¬¥-

­¥­¨¾ ¢ª«¾·¥­­®£® ¬¥¦¤³ ­¨¬¨ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿.

� ¯°¨­¶¨¯¥ ¬®¤¥«¼ ±¥²ª¨ ¯°¥¤¯®« £ ¥², ·²® ±®¯°®²¨¢«¥­¨¥

¢ª«¾·¥­® ¬¥¦¤³ ª ¦¤®© ¯ °®© ¤®­®°®¢. �¤­ ª® ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿,
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¢ª«¾·¥­­»¥ ¬¥¦¤³ ³¤ «�¥­­»¬¨ ¤®­®° ¬¨, ±²®«¼ ¢¥«¨ª¨, ·²® ¨¬¨

­¥±®¬­¥­­® ¬®¦­® ¯°¥­¥¡°¥£ ²¼. � ª ¯° ¢¨«®, ½²¨ ¦¥ ¤®­®°» ±¢¿-

§ ­» ¶¥¯®·ª®© ±®¯°®²¨¢«¥­¨©, ¨¤³¹¥© ¯® ¤®­®° ¬, ¿¢«¿¾¹¨¬±¿

¡«¨¦ ©¸¨¬¨ ±®±¥¤¿¬¨ ¤°³£ ¤°³£ . �®²¿ ¤«¨­  ½²®© ¶¥¯®·ª¨ ¡®«¼-

¸¥, ·¥¬ ª° ²· ©¸¥¥ ° ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ³¤ «�¥­­»¬¨ ¤®­®° ¬¨, ±®-

¯°®²¨¢«¥­¨¥ ¶¥¯®·ª¨ §­ ·¨²¥«¼­® ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ ®¤­® ±®¯°®²¨¢«¥-

­¨¥, ¢ª«¾·�¥­­®¥ ¬¥¦¤³ ½²¨¬¨ ¤®­®° ¬¨. � ª®¢» ³¦ ±¢®©±²¢  ½ª±-

¯®­¥­²»: ¥±«¨ µ1 � 1 ¨ µ2 � 1, ²® ¥x1+x2 = ex1 � ex2 � ¥x1 + ¥x2.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ´ ª²¨·¥±ª¨ ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ±¥²ª¥ ±®¯°®²¨-

¢«¥­¨© ¤®±² ²®·­® ®±² ¢¨²¼ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿, ¢ª«¾·�¥­­»¥ ¬¥¦¤³

·¥²»°¼¬¿-¯¿²¼¾ ¡«¨¦ ©¸¨¬¨ ±®±¥¤¿¬¨ ª ¦¤®£® ¤®­®° .
13.4. �­®¢  § ¤ ·  ±´¥°

�¥°¥©¤�¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ¢»·¨±«¥­¨¾ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿. �°¥¤« £ ¥²±¿

±«¥¤³¾¹¨© ±¯®±®¡ ° ±±³¦¤¥­¨©. �»ª«¾·¨¬ (®²¯ ¿¥¬) ¢±¥ ±®¯°®-

²¨¢«¥­¨¿, ª®²®°»¥ ¤®«¦­» ¡»²¼ ¬¥¦¤³ ¸ °¨ª ¬¨, ¨§®¡° ¦ ¾¹¨-

¬¨ ¤®­®°»,   § ²¥¬ ¡³¤¥¬ ¨µ ¢ª«¾· ²¼ ¢ ®¯°¥¤¥«�¥­­®© ¯®±«¥¤®-

¢ ²¥«¼­®±²¨.
�ª«¾·¨¬ ±­ · «  ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿, ±¢¿§»¢ ¾¹¨¥ ¤®­®°», ° ±-

±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ª®²®°»¬¨ ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ ­¥ª®²®° ¿ ¤«¨­  r0. �²®
§­ ·¨², ·²® ¢ª«¾· ¾²±¿ ± ¬»¥ ­¨§ª®®¬­»¥ (¬ «¥­¼ª¨¥) ±®¯°®²¨-

¢«¥­¨¿, ¢¥«¨·¨­  ª®²®°»µ ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ R0 = R0e
2r0
a�
� . �±«¨ ¤«¨­ 

r0 §­ ·¨²¥«¼­® ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ ±°¥¤­¥¥ ° ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ¤®­®° ¬¨

r� , ²® ¡³¤³² ¢ª«¾·¥­» «¨¸¼ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿ ¬¥¦¤³ °¥¤ª¨¬¨,  ­®-

¬ «¼­® ¡«¨§ª¨¬¨ ¤°³£ ª ¤°³£³ ¤®­®° ¬¨. �²¨ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿, ª ª

¯° ¢¨«®, ­¥ ±¢¿§ ­» ¤°³£ ± ¤°³£®¬ ¨ ­¥ ¬®£³² ®¡¥±¯¥·¨²¼ ¯°®²¥-



236 ����� 13. ��������� ������������������

ª ­¨¥ ²®ª  ·¥°¥§ ±¨±²¥¬³.

�³¤¥¬ ¯®±²¥¯¥­­® ³¢¥«¨·¨¢ ²¼ ¤«¨­³ r0, ¢ª«¾· ¿ ¢±�¥ ­®¢»¥

¯®°¶¨¨ ±®¯°®²¨¢«¥­¨©. � ·¨­ ¿ ± ­¥ª®²®°®£® §­ ·¥­¨¿ r0 = rc
¢ª«¾·�¥­­»¥ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿ ®¡° §³¾² ¡¥±ª®­¥·­»© ª« ±²¥°. �°¨

r0 > rc ±¨±²¥¬  ¯°®¢®¤¨² ²®ª ¨ ®¡« ¤ ¥² ª®­¥·­»¬ ³¤¥«¼­»¬ ±®-

¯°®²¨¢«¥­¨¥¬.

� ¤ ·  ®¡ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ rc ¥±²¼ ­¥ ·²® ¨­®¥, ª ª § ¤ ·  ±´¥°

(£«. 7). �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¯®±²°®¨¬ ¢®ª°³£ ª ¦¤®£® ¤®­®°  ±´¥°³

° ¤¨³±  r0. �®£¤  ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿ ¡³¤³² ¢ª«¾·¥­» ²®«¼ª® ¬¥¦¤³

² ª¨¬¨ ¤®­®° ¬¨, ®¤¨­ ¨§ ª®²®°»µ ­ µ®¤¨²±¿ ¢­³²°¨ ±´¥°», ¯®-

±²°®¥­­®© ®ª®«® ¢²®°®£®. �®£« ±­® °¥§³«¼² ² ¬ £«. 7 ² ª¨¥ ¤®­®-

°» ¢¯¥°¢»¥ ®¡° §³¾² ¡¥±ª®­¥·­»© ª« ±²¥° ¯°¨ ³±«®¢¨¨

�c =
4�

3
N�r

3
c = 2;7� 0;1;

®²ª³¤  ±«¥¤³¥², ·²®

rc = (0;865� 0;015)N
�1
3

� � 1;39r� : (13.2)
13.5. �»·¨±«¥­¨¥ ³¤¥«¼­®£® ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿

�®£« ±­® ±ª § ­­®¬³ ¢ £«. 12, ±ª¥«¥² ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥-

°  ¬®¦­® ¢®®¡° §¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ²°�¥µ¬¥°­®© ¯°®¢®«®·­®© ±¥²ª¨

(±¬. °¨±. 12.2) ± ° ±±²®¿­¨¥¬ ¬¥¦¤³ ³§« ¬¨ ¯®°¿¤ª  ° ¤¨³±  ª®°-

°¥«¿¶¨¨. �«¿ ¤ ­­®© § ¤ ·¨ ª ¦¤³¾ ¯°®¢®«®ª³ ±«¥¤³¥² ±·¨² ²¼

±®±²®¿¹¥© ¨§ ¬­®¦¥±²¢  ¸ °¨ª®¢, ±¢¿§ ­­»µ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿¬¨,  
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¢»° ¦¥­¨¥ (12.1) ­³¦­® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥

R(r0) = r�

�
r�

jr0 � rcj
��

: (13.3)

�»° ¦¥­¨¥ (13.3) ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ¡¥±ª®­¥·­®±²¼ ­  ¯®°®£¥ ¯°®-

²¥ª ­¨¿, ¯°¨·�¥¬, ±®£« ±­® ¨¤¥¥ ®¡ ³­¨¢¥°± «¼­®±²¨, ª°¨²¨·¥±ª¨©

¨­¤¥ª± � ² ª®© ¦¥, ª ª ¨ ¤«¿ ¤°³£¨µ ²°�¥µ¬¥°­»µ § ¤ · ²¥®°¨¨

¯°®²¥ª ­¨¿ (� = 0;8{0;9). �¤ «¨ ®² ¯®°®£ , ¯°¨ r0 � rc ¯®°¿¤ª 

r� ° ¤¨³± ª®°°¥«¿¶¨¨ ±² ­®¢¨²±¿ ¯®°¿¤ª  r� .

�°¨ r0 = r± ° ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ³§« ¬¨ ±¥²ª¨ ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« -

±²¥°  ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ¡¥±ª®­¥·­®±²¼. �¥±ª®­¥·­»© ª« ±²¥° ¢ ½²®©

²®·ª¥ ¥¹�¥ ¨¬¥¥² ­³«¥¢³¾ ¯«®²­®±²¼. �¤­ ª® ¯°¨ r0 > r± ®­ ®¡° -

§³¥² ª ­ «», ¯°®­¨§»¢ ¾¹¨¥ ¢±¾ ±¨±²¥¬³ ¨ ®¡¥±¯¥·¨¢ ¾¹¨¥ ª®-

­¥·­®¥ ³¤¥«¼­®¥ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¥.

�°®¤®«¦¨¬ ¯°®¶¥¤³°³ ¢ª«¾·¥­¨¿ ±®¯°®²¨¢«¥­¨©. �±«¨

¢ª«¾·¨²¼ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿ ¬¥¦¤³ ¤®­®° ¬¨ ± ° ±±²®¿­¨¿¬¨ ®²

rc ¤® rc + g ��, £¤¥ g | ­¥ª®²®°®¥ ·¨±«®, ¬¥­¼¸¥¥, ·¥¬ ¥¤¨­¨¶ 

(­ ¯°¨¬¥°, g = 0;2), ²® ¬ ª±¨¬ «¼­®¥ ¨§ ¢ª«¾·¥­­»µ ±®¯°®-

²¨¢«¥­¨© ¯° ª²¨·¥±ª¨ ­¥ ¨§¬¥­¨²±¿, ² ª ª ª ¥
2rc

a�
�+2g � e

2rc
a�
� . �

¤°³£®© ±²®°®­», ¡¥±ª®­¥·­»© ª« ±²¥° ¡³¤¥² ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ±¥²ª³

± ° ±±²®¿­¨¥¬ ¬¥¦¤³ ³§« ¬¨ ¯®°¿¤ª 

Rc = r�

�
r�
ga��

��

: (13.4)

� ª ¿ ±¥²ª  ­ §»¢ ¥²±¿ ¢ ²¥®°¨¨ ¯°»¦ª®¢®© ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ª°¨-

²¨·¥±ª®©. �¬¥­­® ®­  ¨ ®²¢¥²±²¢¥­­  §  ¯°®²¥ª ­¨¥ ²®ª .

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¤ «¼­¥©¸¥¥ ³¢¥«¨·¥­¨¥ ¢¥«¨·¨­» r0, ². ¥.

¢ª«¾·¥­¨¥ ®±² «¼­»µ ±®¯°®²¨¢«¥­¨©, ­¥ ¯°¨¢¥¤¥² ª ±³¹¥±²¢¥­­®-
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¬³ ¨§¬¥­¥­¨¾ ³¤¥«¼­®£® ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿. � ª ¢¨¤­® ¨§ ´®°¬³«»

(13.1), ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿ ± r� rc �  �� ®·¥­¼ ¢¥«¨ª¨ ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ±

±®¯°®²¨¢«¥­¨¿¬¨ ± r = rc. �®½²®¬³ ´ ª²¨·¥±ª¨ ·¥°¥§ ½²¨ ±®¯°®-

²¨¢«¥­¨¿ ²®ª ¢±�¥ ° ¢­® ­¥ ²¥·�¥², ¯°¥¤¯®·¨² ¿ ª°¨²¨·¥±ª³¾ ±¥²ª³,

¬ ª±¨¬ «¼­»¥ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿ ª®²®°®© ° ¢­»

Rmax = R0e
�2rc
a�
� :

�² ª, ­ ¬ ®±² «®±¼ ¢»·¨±«¿²¼ ³¤¥«¼­®¥ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¥ ª°¨²¨-

·¥±ª®© ±¥²ª¨. �®¤®¡­® ²®¬³, ª ª ½²® ¤¥« «®±¼ ¢ £«. 12, ¯°¥¤±² ¢¨¬

½²³ ±¥²ª³ ¢ ¢¨¤¥ ¯°®¢®«®·­®£® ª °ª ± , ¨§®¡° ¦ ¾¹¥£® ¯°®±²³¾

ª³¡¨·¥±ª³¾ °¥¸¥²ª³ (°¨±. 3.7) ± ¯¥°¨®¤®¬ Rc.

� ¦¤ ¿ ¯°®¢®«®·ª , ±®¥¤¨­¿¾¹ ¿ ¤¢  ±®±¥¤­¨µ ³§«  °¥¸�¥²ª¨,

±®±²®¨² ¨§ ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­® ±®¥¤¨­�¥­­»µ ¨±µ®¤-

­»µ ±®¯°®²¨¢«¥­¨©, ®¯°¥¤¥«¿¥¬»µ ´®°¬³«®© (13.1). � ª ª ª ®²-

¤¥«¼­»¥ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿ ·³¤®¢¨¹­® ®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£ , ±®-

¯°®²¨¢«¥­¨¥ ®¤­®© ¯°®¢®«®·ª¨ ±«¥¤³¥² ±·¨² ²¼ ° ¢­»¬ ¬ ª±¨-

¬ «¼­®¬³ ¨§ ¢µ®¤¿¹¨µ ¢ ­¥¥ ±®¯°®²¨¢«¥­¨©, ². ¥. Rm µ. �«¥¬¥­-

² °­»© ª³¡¨ª ¯°®±²®© ª³¡¨·¥±ª®© °¥¸�¥²ª¨ (°¨±. 6.1) ±®±²®¨² ¨§

·¥²»°�¥µ ¯ ° ««¥«¼­® ±®¥¤¨­�¥­­»µ ¯°®¢®«®·¥ª, ¯°¨·�¥¬ ª ¦¤ ¿

¯°®¢®«®·ª  ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ² ª¦¥ ·¥²»°�¥¬ ¤°³£¨¬ ª³¡¨ª ¬, ² ª ·²®

­  ¤®«¾ ª ¦¤®£® ª³¡¨ª  ¯°¨µ®¤¨²±¿ ®¤­  ¯°®¢®«®·ª  ± ±®¯°®²¨-

¢«¥­¨¥¬ Rm µ.

�«¿ ²®£® ·²®¡» ¯®«³·¨²¼ ³¤¥«¼­®¥ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¥, ­¥®¡µ®¤¨-

¬® ³¬­®¦¨²¼ ¯®«­®¥ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¥ ª³¡¨ª  Rm µ ­  ¯«®¹ ¤¼ ¥£®

£° ­¨ (R2
c) ¨ ° §¤¥«¨²¼ ­  ¤«¨­³ °¥¡°  (Rc). � ª¨¬ ®¡° §®¬,

� = Rm µRc = R0 �Rce
2rc
a�
� : (13.5)
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�°¨ ½²®¬ ¬» ®¡° ¹ ¥¬±¿ ± ª³¡¨ª®¬ ² ª, ª ª ¡³¤²® ®­ § ¯®«-

­¥­ ®¤­®°®¤­»¬ ¢¥¹¥±²¢®¬ ± ³¤¥«¼­»¬ ±®¯°®²¨¢«¥­¨¥¬ �. �¬¥­-

­® ² ª®© ±¬»±« ¨ ¢ª« ¤»¢ ¾² ¢ ¯®­¿²¨¥ ³¤¥«¼­®£® ±®¯°®²¨¢«¥­¨¿

±¨±²¥¬», ª®²®° ¿ ­  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ±¨«¼­® ­¥®¤­®°®¤­ .
13.6. �¡±³¦¤¥­¨¥ °¥§³«¼² ² 

�¥®¡µ®¤¨¬® ¨¬¥²¼ ¢ ¢¨¤³, ·²® ° §«¨·­»¥ · ±²¨ ´®°¬³«» (13.5)

¯®«³·¥­» ± ° §­®© ±²¥¯¥­¼¾ ²®·­®±²¨. �­®¦¨²¥«¼, ª®²®°»© ­ -

§»¢ ¾² ¯°¥¤½ª±¯®­¥­¶¨ «¼­»¬ ¬­®¦¨²¥«¥¬, ¯®«³·¥­ ± ²®·­®±²¼¾

¤® ·¨±«¥­­®£® ª®½´´¨¶¨¥­² . �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ´ ª²¨·¥±ª¨ ¬», ­ -

¯°¨¬¥°, ­¥ §­ ¥¬ ·¨±«® g ¢ ¢»° ¦¥­¨¨ (13.4) ¤«¿ Rc. �°®¬¥ ²®-

£®, § ¬¥­  ±¥²ª¨ ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥°  ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© °¥¸�¥²ª®©

¢¯®«­¥ ¬®¦¥² ¯°¨¢¥±²¨ ª ®¸¨¡ª¥ ¢ ·¨±«¥­­®¬ ª®½´´¨¶¨¥­²¥. �«¥-

¤³¥² § ¬¥²¨²¼, ·²® ¢ ­ ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ ­¥ ±³¹¥±²¢³¥² ²¥®°¨¨, ¯®§¢®-

«¿¾¹¥© ¤®±²®¢¥°­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ·¨±«¥­­»© ª®½´´¨¶¨¥­² ¢ ¯°¥¤-

½ª±¯®­¥­¶¨ «¼­®¬ ¬­®¦¨²¥«¥.
�²® ¦¥ ª ± ¥²±¿ ¢¥«¨·¨­», ±²®¿¹¥© ¢ ¯®ª § ²¥«¥ ½ª±¯®­¥­²»

´®°¬³«» (13.5), ²® ®­  ¨§¢¥±²­  ± µ®°®¸¥© ²®·­®±²¼¾. �® ±¬»±«³

¢»¢®¤  ´®°¬³«» (13.5) ¢ ¯®ª § ²¥«¼ ½ª±¯®­¥­²» ¢¬¥±²® rc ¬®¦­®

¡»«® ¡» ¯®¤±² ¢¨²¼ rc + a��g.
�®£¤  ¢¬¥±²® 2r±

 �
�
¢®§­¨ª«  ¡» ±³¬¬  2r±

 �
�
+ 2g. �²®°®© ·«¥­ ±³¬-

¬» ´ ª²¨·¥±ª¨ µ ° ª²¥°¨§³¥² ­¥®¯°¥¤¥«�¥­­®±²¼, ± ª®²®°®© ­ ¬

¨§¢¥±²¥­ ¯®ª § ²¥«¼ ½ª±¯®­¥­²». � ª ³¦¥ £®¢®°¨«®±¼, ¯°¨ ¬ «»µ

ª®­¶¥­²° ¶¨¿µ ¤®­®°®¢ 2r±
 ��
� 1, ¯®½²®¬³ ®²­®±¨²¥«¼­ ¿ ¯®£°¥¸-

­®±²¼ ¬ « . � ª²¨·¥±ª¨ ®­  ®²° ¦ ¥² ­¥®¯°¥¤¥«�¥­­®±²¼ ·¨±«¥­-

­®£® ª®½´´¨¶¨¥­²  ¢ ¯°¥¤½ª±¯®­¥­¶¨ «¼­®¬ ¬­®¦¨²¥«¥. �¬¥­­®
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¯®ª § ²¥«¥¬ ½ª±¯®­¥­²» ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ³¤¥«¼­®£® ±®-

¯°®²¨¢«¥­¨¿ � ®² ª®­¶¥­²° ¶¨¨ ¤®­®°®¢. �®£« ±­® (13.2), (13.5)

ln � = lnR0 �Rc +
2 � 0;86
N

1
3
�a

�
�

: (13.6)

�¥°¢»© ·«¥­ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ (13.6) § ¢¨±¨² ®² N� £®° §¤® ±« -

¡¥¥, ·¥¬ ¢²®°®©, ¨ ¥£® ¬®¦­® ±·¨² ²¼ ª®­±² ­²®©. �° ¢­¥­¨¥ ´®°-

¬³«» (13.6) ± ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­»¬¨ ¤ ­­»¬¨, ¢»¯®«­¥­­®¥ ¤«¿

®·¥­¼ ¬­®£¨µ ¯®«³¯°®¢®¤­¨ª®¢, ¯®ª § «®, ·²® ½²  ´®°¬³«  ®·¥­¼

²®·­® ®¯¨±»¢ ¥² § ¢¨±¨¬®±²¼ ln � ®² N� , ·²® ¿¢¨«®±¼ ¢ ¦­»¬ ¤®-

±²¨¦¥­¨¥¬ ¨§«®¦¥­­®© ¢»¸¥ ²¥®°¨¨.

�¥²®¤, ª®²®°»© ®¯¨± ­ ¢ ½²®© £« ¢¥, ± ³±¯¥µ®¬ ¯°¨¬¥­¿«±¿ ² ª-

¦¥ ¤«¿ ­ µ®¦¤¥­¨¿ ²¥¬¯¥° ²³°­®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ¯°»¦ª®¢®© ½«¥ª-

²°®¯°®¢®¤­®±²¨, § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¢­¥¸­¥£® ¬ £­¨²­®£® ¯®«¿ ¨ ®²

°¿¤  ¤°³£¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢. �®«¥¥ ²®£®, ½²®² ¬¥²®¤ ¯°¨¬¥­¨¬ ª «¾-

¡®© ­¥®¤­®°®¤­®© ±¨±²¥¬¥, ±®¯°®²¨¢«¥­¨¥ ª®²®°®© ¬¥­¿¥²±¿ ®²

²®·ª¨ ª ²®·ª¥ ¢ ¸¨°®ª¨µ ¯°¥¤¥« µ.



�« ¢  14.

� ª«¾·¨²¥«¼­ ¿

� ½²®©, ¯®±«¥¤­¥©, £« ¢¥ ¬» ª° ²ª® ®¡±³¤¨¬ ­¥ª®²®°»¥ ¯°¨«®¦¥-

­¨¿ ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿, ª®²®°»¥ ­¥ ¯®¯ «¨ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¨¥ £« ¢»,

­® ¯°¥¤±² ¢«¿¾²±¿ ­ ¬ ¨­²¥°¥±­»¬¨,   ² ª¦¥ ¯®¤¢¥¤�¥¬ ¨²®£ ¢±¥-

¬³ ±ª § ­­®¬³, ¯®¯»² ¢¸¨±¼ ®¯°¥¤¥«¨²¼, ·²® ®¡¹¥£® ¬¥¦¤³ ¢±¥¬¨

° ±±¬®²°¥­­»¬¨ § ¤ · ¬¨.
14.1. �¥ª®²®°»¥ ¯°¨«®¦¥­¨¿

� ° ® ² ¥ ª   ­ ¨ ¥ ¦ ¨ ¤ ª ® ± ² ¨ ¯ ® «   ¡ ¨ ° ¨ ­ ² ³. �°®¡«¥¬ 

²¥±­® ±¢¿§ ­  ± § ¤ ·¥© ® ¯°®­¨ª­®¢¥­¨¨ £ §  ¢ ³£®«¼­³¾ ¬ ±-

ª³, ¯®«®¦¨¢¸¥© ­ · «® ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿. �°¥¤±² ¢¼²¥ ¯®°¨±²®¥

²¥«®, ¢ ª®²®°®¥ ¯®¤ ¤ ¢«¥­¨¥¬ ­ £­¥² ¥²±¿ ¦¨¤ª®±²¼. �¨¤ª®±²¼

­¥ ±¬ ·¨¢ ¥² ²¥«®, ² ª ·²® ª ¯¨««¿°­»¥ ±¨«» ¯°¥¯¿²±²¢³¾² ¥�¥

¯°®­¨ª­®¢¥­¨¾ ¢ ¯®°».

�¨±. 14.1.

241
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� ¡¨°¨­² ¨§ ª ¯¨««¿°®¢ ¯°®­¨§»¢ ¥² ¢±�¥ ²¥«®, ­® ¤¨ ¬¥²°»

ª ¯¨««¿°®¢ ±¨«¼­® ®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£ . � ®¤­¨µ ¬¥±² µ

ª ¯¨««¿°» ¸¨°®ª¨¥,   ¢ ¤°³£¨µ | ³§ª¨¥.

�°¥¤±² ¢¨¬ ±­ · « , ·²® ¢ ²¥«¥ ¨¬¥¥²±¿ «¨¸¼ ®¤¨­ ¶¨«¨­¤°¨-

·¥±ª¨© ª ¯¨««¿°. �«¥¢  ®² ²¥«  1 ­ µ®¤¨²±¿ ¦¨¤ª®±²¼ ¯°¨ ­¥ª®-

²®°®¬ ¤ ¢«¥­¨¨, ±®§¤ ¢ ¥¬®¬ ¯®°¸­¥¬ 2   ±¯° ¢  | ¢®§¤³µ ¯°¨

 ²¬®±´¥°­®¬ ¤ ¢«¥­¨¨ (°¨±. 14.1). �¥«® § ª°¥¯«¥­® ¨ ­¥ ¬®¦¥²

¤¢¨£ ²¼±¿. �§-§  ¯®¢¥°µ­®±²­®£® ­ ²¿¦¥­¨¿ ­¥±¬ ·¨¢ ¾¹ ¿ ¦¨¤-

ª®±²¼ ¯°®­¨ª ¥² ¢ ª ¯¨««¿°, ²®«¼ª® ¥±«¨ ¥�¥ ¤ ¢«¥­¨¥ ¯°¥¢»¸ ¥²

 ²¬®±´¥°­®¥ ¤ ¢«¥­¨¥ ­  ¢¥«¨·¨­³ 2�
R
, £¤¥ R | ° ¤¨³± ª ¯¨««¿-

° ,   � | ª®½´´¨¶¨¥­² ¯®¢¥°µ­®±²­®£® ­ ²¿¦¥­¨¿. �°¨ ¬¥­¼¸¨µ

¤ ¢«¥­¨¿µ ¦¨¤ª®±²¼ ®¡° §³¥² ¢»¯³ª«»© ¬¥­¨±ª, ­® ­¥ ¯°®µ®¤¨²

·¥°¥§ ª ¯¨««¿°.

�¥¯¥°¼ ¯°¥¤±² ¢¨¬, ·²® ¢ ²¥«¥ ±³¹¥±²¢³¾² ª ¯¨««¿°» ° §­»µ

° ¤¨³±®¢. �°¨ § ¤ ­­®¬ §­ ·¥­¨¨ ¤ ¢«¥­¨¿ ¦¨¤ª®±²¨ ­¥ª®²®°»¥

¨§ ­¨µ (± ¬»¥ ¸¨°®ª¨¥) ¯°®¯³±ª ¾² ¦¨¤ª®±²¼,   ­¥ª®²®°»¥ (¡®«¥¥

³§ª¨¥) ­¥ ¯°®¯³±ª ¾². � ³¢¥«¨·¥­¨¥¬ ¤ ¢«¥­¨¿ ·¨±«® ¯°®¯³±ª ¾-

¹¨µ ¦¨¤ª®±²¼ ª ¯¨««¿°®¢ ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿. �°¨ ¬ «»µ ¤ ¢«¥­¨¿µ,

ª®£¤  ¯°®¯³±ª ¾² «¨¸¼ ± ¬»¥ ²®«±²»¥ ª ¯¨««¿°», ¦¨¤ª®±²¼ ­¥

¬®¦¥² ¯°®­¨ª­³²¼ ¢ ²¥«® ¤ «¼¸¥ ¯°¨¯®¢¥°µ­®±²­®£® ±«®¿. �¤­ ª®

¯°¨ ­¥ª®²®°®¬ ª°¨²¨·¥±ª®¬ ¤ ¢«¥­¨¨ ¯°®¯³±ª ¾¹¨¥ ª ¯¨««¿°»

®¡° §³¾² ±¨±²¥¬³, ¯°®­¨§»¢ ¾¹³¾ ¢±�¥ ²¥«®. � ·¨­ ¿ ± ½²®£® ¤ -

¢«¥­¨¿, ¦¨¤ª®±²¼ ¯°®± ·¨¢ ¥²±¿ ·¥°¥§ ²¥«®.

�»·¨±«¥­¨¥ ½²®£® ¤ ¢«¥­¨¿,   ² ª¦¥ °¿¤  ¤°³£¨µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª

¯°®¶¥±±  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ®·¥­¼ ¢ ¦­®¥ ± ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ¯° ª²¨·¥±ª¨µ

­³¦¤ ¯°¨«®¦¥­¨¥ ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿.
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� ¡ °   § ® ¢   ­ ¨ ¥ ¯ ® « ¨ ¬ ¥ ° ­ » µ £ ¥ « ¥ ©. �®«¨¬¥° | ½²®

¬ ª°®¬®«¥ª³« , ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ ®£°®¬­®£® ·¨±«  ½«¥¬¥­² °­»µ ¥¤¨-

­¨¶ (¬®­®¬¥°®¢). � µ®¤¿¹¨¥±¿ ¢ ° ±²¢®°¥ ¬®­®¬¥°» ¬®£³² ±¢¿-

§»¢ ²¼±¿ ¤°³£ ± ¤°³£®¬, ®¡° §³¿ ±«®¦­³¾ ²°�¥µ¬¥°­³¾ ±¥²ª³,

¯°®­¨§»¢ ¾¹³¾ ¢±¾ ±¨±²¥¬³. � °¥§³«¼² ²¥ ®¡° §³¥²±¿ £¥«¼ |

²¢�¥°¤®®¡° §­ ¿ ±°¥¤ , ­ ¯®¬¨­ ¾¹ ¿ ¦¥«¥ ¨«¨ ±²³¤¥­¼.

�³¹¥±²¢³¥² ¬®¤¥«¼, ³¤®¢«¥²¢®°¨²¥«¼­® ®¯¨±»¢ ¾¹ ¿ ®¡° §®¢ -

­¨¥ £¥«¿. �­  ±¢®¤¨²±¿ ª § ¤ ·¥ ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿, £¤¥ ¡¥«»¬¨

³§« ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¬®«¥ª³«» ¬®­®¬¥° ,   ·�¥°­»¬¨ | ¬®«¥ª³«»

° ±²¢®°¨²¥«¿. �¢¿§¨ ¬¥¦¤³ ¡¥«»¬¨ ³§« ¬¨ ®±³¹¥±²¢«¿¾²±¿ ± ¢¥-

°®¿²­®±²¼¾, § ¢¨±¿¹¥© ®² ²¥¬¯¥° ²³°». �¡° §®¢ ­¨¥ ¡¥±ª®­¥·­®-

£® ª« ±²¥°  ¨§ ±¢¿§ ­­»µ ¡¥«»µ ³§«®¢ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯®¿¢«¥­¨¾

£¥«¿.

� ª ¿ § ¤ ·  ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿ ­ §»¢ ¥²±¿ ±¬¥¸¥­­®©, ¯®-

±ª®«¼ª³ ±«³· ©­»¬¨ ½«¥¬¥­² ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¨ ³§«», ¨ ±¢¿§¨. �³±²¼

¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ­¥ª®²®°»© ³§¥« ¿¢«¿¥²±¿ ¡¥«»¬, ° ¢­  µ1
(®­  ° ¢­  ª®­¶¥­²° ¶¨¨ ¬®«¥ª³« ¬®­®¬¥° ),   ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®,

·²® ¤ ­­ ¿ ±¢¿§¼ ­¥ ° §®°¢ ­ , ° ¢­  x2. �³¦­® ­ ©²¨ ®¡« ±²¼

§­ ·¥­¨© µ1 ¨ x2, ¢ ª®²®°®© ±³¹¥±²¢³¥² ¡¥±ª®­¥·­»© ª« ±²¥° ¨§

±¢¿§ ­­»µ ¤°³£ ± ¤°³£®¬ ¡¥«»µ ³§«®¢.

�® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ x1 ¨ x2 ¨§¬¥­¿¾²±¿ ¢ ¨­²¥°¢ «¥ ®² ­³«¿ ¤®

¥¤¨­¨¶».

�±«¨ x2 = 1, ². ¥. ¢±¥ ±¢¿§¨ ¶¥«»¥, ²® ¡¥±ª®­¥·­»© ª« ±²¥°

±³¹¥±²¢³¥² ¯°¨ ¢±¥µ x1 ¢ ®¡« ±²¨ xy 6 x2 6 1, £¤¥ x³ | ¯®°®£

¯°®²¥ª ­¨¿ § ¤ ·¨ ³§«®¢. �±«¨ x1 = 1, ². ¥. ¢±¥ ³§«» ¡¥«»¥, ²® ¤«¿

±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥°  ­¥®¡µ®¤¨¬® ³±«®¢¨¥ x±¢ 6

x2 6 1, £¤¥ x±¢ | ¯®°®£ ¯°®²¥ª ­¨¿ § ¤ ·¨ ±¢¿§¥©.
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�¢ ¤° ² ­  °¨±. 14.2 ¢ª«¾· ¥² ¢±¾ ®¡« ±²¼ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¯¥°¥¬¥­-

­»µ x1 ¨ x2. �¯«®¸­®© ª°¨¢®© ¯®ª § ­ £° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ xmin(x2),

®¯¨±»¢ ¾¹¥© £° ­¨¶³ ®¡« ±²¨ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« -

±²¥° . �°¨ ª ¦¤®¬ §­ ·¥­¨¨ x2 ¢ ¨­²¥°¢ «¥ x±¢ < x2 < 1 ´³­ª-

¶¨¿ xmin(x2) ¤ �¥² ¬¨­¨¬ «¼­®¥ §­ ·¥­¨¥ x1, ¯°¨ ª®²®°®¬ ±³¹¥-

±²¢³¥² ¡¥±ª®­¥·­»© ª« ±²¥°. �¥£ª® ¯®­¿²¼, ·²® xmin(1) = xy,  

xmin(x±¢) = 1. � ¬  ®¡« ±²¼ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ¡¥±ª®­¥·­®£® ª« ±²¥-

°  ­  °¨±. 14.2 § ¸²°¨µ®¢ ­ .

�¨±. 14.2.

�±«¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ x2 § ¤ ­  ¯°¨ ¢±¥µ §­ ·¥­¨¿µ ²¥¬¯¥° ²³°»,

²® ± ¯®¬®¹¼¾ ´³­ª¶¨¨ xmin(x2) ¬®¦­® ­ ©²¨ ®¡« ±²¼ ²¥¬¯¥° ²³°

¨ ª®­¶¥­²° ¶¨© ¬®­®¬¥° , ¢ ª®²®°®© ®¡° §³¥²±¿ £¥«¼.
14.2. �²® ¦¥ ² ª®¥ ²¥®°¨¿ ¯°®²¥ª ­¨¿?

� ½²®© ª­¨£¥ ­¨£¤¥ ­¥ ´¨£³°¨°®¢ «® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ²®£®, ·²® ­ -

§»¢ ¥²±¿ ²¥®°¨¥© ¯°®²¥ª ­¨¿. � ²¼ ² ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­¥ ®·¥­¼

¯°®±²®. �®¯»² ¥¬±¿ ¦¥ ²¥¯¥°¼, ­  ¯®±«¥¤­¥© ±²° ­¨¶¥ ª­¨£¨,

±´®°¬³«¨°®¢ ²¼, ·²® ®¡¹¥£® ¬¥¦¤³ ¢±¥¬¨ § ¤ · ¬¨, ® ª®²®°»µ

¸«  °¥·¼, ¨ ·²®, ±®¡±²¢¥­­®, ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¥¤¬¥²®¬ ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª -

­¨¿.



14.2. ��� �� ����� ������ ����������? 245

�¥®°¨¿ ¯°®²¥ª ­¨¿ § ­¨¬ ¥²±¿ ±¢¿§­®±²¼¾ ®·¥­¼ ¡®«¼¸®£® (¬ -

ª°®±ª®¯¨·¥±ª®£®) ·¨±«  ½«¥¬¥­²®¢ ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ±¢¿§¼ ª ¦¤®£®

½«¥¬¥­²  ±® ±¢®¨¬¨ ±®±¥¤¿¬¨ ­®±¨² ±«³· ©­»© µ ° ª²¥°, ­® § ¤ -

¥²±¿ ¢¯®«­¥ ®¯°¥¤¥«�¥­­»¬ ±¯®±®¡®¬ (­ ¯°¨¬¥°, ± ¯®¬®¹¼¾ £¥­¥-

° ²®°  ±«³· ©­»µ ·¨±¥«, ®¡« ¤ ¾¹¥£® ª®­ª°¥²­»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨).

� §«¨·­»¥ § ¤ ·¨ ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿ ®¡º¥¤¨­¿¾²±¿ ²¥¬, ·²®

£¥®¬¥²°¨¿ ±¢¿§ ­­»µ ½«¥¬¥­²®¢ ¢¡«¨§¨ ¯®°®£  ¯°®²¥ª ­¨¿ ³ ­¨µ

®¤¨­ ª®¢ . �«¿ ²®£® ·²®¡» ½²® § ¬¥²¨²¼, ­³¦­® ®²¢«¥·¼±¿ ®²

¬¥«ª®¬ ±¸² ¡­®© ±²°³ª²³°», ®¯°¥¤¥«¿¥¬®© µ ° ª²¥°®¬ ±¢¿§¥© ¨

±¢®©±²¢ ¬¨ ½«¥¬¥­²®¢, ¨ ±«¥¤¨²¼ ²®«¼ª® §  ±¢¿§­®±²¼¾ ¡®«¼¸¨µ

¡«®ª®¢. �­¨¢¥°± «¼­ ¿ ª°³¯­®¬ ±¸² ¡­ ¿ £¥®¬¥²°¨¿ ¤¨ª²³¥² ³­¨-

¢¥°± «¼­»¥ ±¢®©±²¢  ´¨§¨·¥±ª¨µ ¢¥«¨·¨­, § ¢¨±¿¹¨µ ®² ±²°³ª²³-

°» ¡®«¼¸¨µ ª« ±²¥°®¢. �²® ¨ ®¡º¥¤¨­¿¥² ±²®«¼ ­¥ ¯®µ®¦¨¥ ¤°³£

­  ¤°³£  § ¤ ·¨ ²¥®°¨¨ ¯°®²¥ª ­¨¿.


