Третий международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 декабря 1999 года

Третий тур 9.12.99. Высшая лига.

1. Докажите, что из любого связного графа, степени всех вершин которого не менее трех, можно удалить несамопересекающийся цикл (то есть, все вершины этого цикла и выходящие из них ребра) так, чтобы оставшийся граф был связным. (Д.В. Карпов)
2. В плоскостях граней ABC и ABD правильного тетраэдра ABCD взяты точки P и Q соответственно. Докажите, что из отрезков CQ, PQ, PD можно составить треугольник. (Представил Д.А. Терешин, задача из shortлиста международной олимпиады)
3. Функция f определена на множестве рациональных чисел и все ее значения рациональны. Известно, что при любых x, y(Q выполняется неравенство 
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Докажите, что f(x) =ax+b, причем числа a и b рациональны. (В. Клепцын, И. Богданов)
4. Докажите, что при любых M и N система уравнений x + y + z = M, x1999 + y1999 + z1999 = N имеет только конечное число решений в целых числах с попарно неравными модулями. (Архив жюри Московской олимпиады)
5. Прямые, проходящие через вершины B и C четырехугольника ABCD параллельно сторонам CD и AB соответственно, пересекаются в точке P. Пусть M и N – середины сторон AD и BC, O – точка пересечения диагоналей четырехугольника ABCD. Докажите, что прямые OP и MN параллельны. (М.А. Волчкевич)
6. Двое играют в крестики – нолики на бесконечной в обе стороны клеточной полосе ширины 1. Первый каждым своим ходом ставит два крестика, второй – один нолик. Игра заканчивается после того, как оба игрока сделали по 245 ходов. Первый стремится поставить 100 крестиков в ряд, второй хочет ему помешать. Кто выигрывает при правильной игре? (А.Я. Белов)
7. Для ненулевого многочлена P(x)=anxn+…+a1x+a0 с вещественными коэффициентами обозначим через h(P) сумму номеров всех его ненулевых коэффициентов. Докажите, что для любого многочлена P(x) степени 100 существует такой многочлен Q(x) степени 10000, что h(PQ) ( h(P)+h(Q). (И.И. Богданов, А.С. Романов)
8. В 1999 ячейках записаны натуральные числа от 1 до 1999, но неизвестно, какие где. Известно только, что число, записанное в первой ячейке больше, чем число, записанное во второй. Про любой набор ячеек можно узнать, является ли среднее арифметическое чисел в нем целым. Про какие числа можно узнать, в каких ячейках они находятся? (А.В. Шаповалов)
9. Докажите, что для любого натурального 
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имеет решение в целых числах x1, x2, …, xn, отличных от нуля. (Фольклор)
10. Найдите наибольшее натуральное n такое, что для любого множества из n точек на плоскости существует точка (не обязательно принадлежащая этому множеству) такая, что по любую сторону от каждой проходящей через нее прямой лежит не больше 100 точек исходного множества (точки, лежащие на прямой, при этом не учитываются). (В.Л. Дольников)
Третий международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 декабря 1999 года

Третий тур 9.12.99. Первая лига.

1. Докажите, что при любых M и N система уравнений x + y + z = M, x1999 + y1999 + z1999 = N имеет только конечное число решений в целых числах с попарно неравными модулями. (Архив жюри Московской олимпиады)
2. Прямые, проходящие через вершины B и C четырехугольника ABCD параллельно сторонам CD и AB соответственно, пересекаются в точке P. Пусть M и N – середины сторон AD и BC, O – точка пересечения диагоналей четырехугольника ABCD. Докажите, что прямые OP и MN параллельны. (М.А.Волчкевич)
3. В группе переводчиков ровно n знают японский, ровно n знают китайский и ровно n знают хинди. При каких n и k из этой группы всегда можно выбрать несколько переводчиков, чтобы среди них было ровно k знающих японский, ровно k знающих китайский и ровно k знающих хинди? (И.И.Богданов)
4. Двое играют в крестики – нолики на бесконечной в обе стороны клеточной полосе ширины 1. Первый ставит два крестика, второй – один нолик. Игра кончается после того, как каждый пошел 245 раз. Первый выигрывает, если удалось поставить 100 крестиков в ряд и проигрывает в противоположном случае. Кто выигрывает при правильной игре? (А.Я.Белов)
5. Для ненулевого многочлена P(x)=anxn+…+a1x+a0 с вещественными коэффициентами обозначим через h(P) сумму номеров всех его ненулевых коэффициентов. Докажите, что для любого ненулевого многочлена P(x) существует такой многочлен Q(x) сколь угодно большой степени, что h(PQ)(h(P)+h(Q). (И.И.Богданов, А.С.Романов)
6. Последовательность вещественных чисел задана следующим образом: x0=1, xn+1 = xn+sin xn. Докажите, что для любого натурального n выполняется неравенство xn<(. (А.Я. Канель-Белов)
7. В 1999 ячейках записаны натуральные числа от 1 до 1999, но неизвестно, какие где. Про любой набор ячеек можно узнать, является ли среднее арифметическое чисел в нем целым. Про какие числа можно узнать, в каких ячейках они находятся? (А.В.Шаповалов)
8. Дан правильный треугольник ABC. На прямых AB и BC взяты точки P и Q соответственно. Докажите, что из отрезков AQ, PQ, PC можно составить треугольник. (Д.А. Терешин)
9. 100 команд провели волейбольный турнир в один круг, причем все матчи состоялись в разное время. Известно, что в каждом матче встречались команды, набравшие к началу матча поровну очков. Какое число очков могла набрать команда, победившая в турнире? (С.Л. Берлов, олимпиада ФМЛ 239)
10. Найдите наибольшее натуральное n такое, что для любого множества из n точек на плоскости существует точка (не обязательно принадлежащая этому множеству) такая, что по каждую сторону от любой прямой, проходящей через нее, лежит не больше 100 точек исходного множества. (В.Л. Дольников, С.Л. Берлов)
Третий международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 декабря 1999 года

Третий тур 9.12.99. Вторая лига.

1. Множество М содержит 1999 элементов. Выписан некоторый список его подмножеств. Известно, что любые два подмножества из списка имеют хотя бы один общий элемент, а никакие три подмножества не имеют общего элемента. Найти наибольшее возможное число подмножеств в этом списке. (А.С. Штерн)
2. По кругу написано 100 различных чисел. Докажите, что среди них найдутся три числа a,b,c идущие подряд и такие, что b(a–c)>0. (Украинские олимпиады)
3. Точки А, В, С, D – вершины выпуклого четырёхугольника. Пять из шести попарных расстояний между ними 1, 1, 
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, 3. Найти шестое расстояние. (Украинские олимпиады)
4. При каких значениях параметра а уравнение 
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имеет единственное решение? (Московские олимпиады)
5. Можно ли расположить в квадрате 6(6 девять ферзей так, чтобы каждый ферзь бил по шахматным правилам ровно одного ферзя? (Фольклор)
6. Существует ли многогранник, в котором нет трёх граней с одним числом сторон? (Московские олимпиады)
7. На листе бумаги написаны синими чернилами 19 целых чисел, принадлежащих отрезку ((( (((( и красными чернилами – 21 целое число, принадлежащее тому же отрезку (все числа различны). Доказать, что найдётся два синих и два красных числа, разности между которыми равны. (Одна из зарубежных олимпиад)
8. Дан остроугольный треугольник АВС. Известно, что на одной окружности лежат следующие точки: вершины А и С, точки пересечения высот медиан и биссектрис этого треугольника. Найти углы треугольника АВС . (Московские олимпиады)
9. Какое наибольшее число пластинок размером 3(3(1 можно уложить в ящик размером 5(5(5? (С.Г. Волченков)
10. Для целых чисел a, b, c выполняется равенство: ab + bc + ca = 0. Докажите, что abc представляется в виде произведения квадрата целого числа на куб целого числа. (Жюри)
Третий международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 декабря 1999 года

Третий тур 9.12.99. Высшая юниорская лига.

1. Какое наибольшее число плиток размером 3(3(1 можно уложить в коробку размером 5(5(5, если грани плиток должны быть параллельны граням коробки. (Тульские олимпиады)
2. В группе переводчиков некоторые знают по несколько языков. Известно, что японский знают 24 переводчика, китайский — 24 и хинди знают тоже 24 переводчика. При каких k из этой группы всегда можно выбрать несколько переводчиков, чтобы среди них было ровно k знающих японский, ровно k знающих китайский и ровно k знающих хинди? (И.И.Богданов)
3. P – точка пересечения диагоналей выпуклого четырехугольника ABCD. (BAC=80o, (DAC=40o, (BDC=40o, (DBC=20o. Найти (APD. (Предложил М.Г. Сонкин)
4. В 1999 ячейках записаны натуральные числа от 1 до 1999, но неизвестно, какие где. Про любой набор ячеек можно узнать, является ли среднее арифметическое чисел в нем целым. Про какие числа можно узнать, в каких ячейках они находятся? (А.В. Шаповалов)
5. Найдите пять чисел, если известно, что их суммы по три равны: 3, 4, 6, 7, 9, 10, 11, 14, 15, 17. (Фольклор)
6. Отрезок, соединяющий середины M и N двух противоположных сторон выпуклого четырехугольника, пересекает его диагонали в точках P и Q. Докажите, что если MP=NQ, то четырехугольник – трапеция или параллелограмм. (З.А. Скопец)
7. Для целых чисел a, b, c выполняется равенство: ab + bc + ca = 0. Докажите, что число abc представляется в виде произведения квадрата целого числа на куб целого числа. (Жюри)
8. На складе новогодних товаров имеется 10 видов игрушек. Дед Мороз составил из них несколько подарков, каждый из которых содержит ровно пять разных игрушек, причем, в разных подарках содержатся не более двух совпадающих игрушек. Какое наибольшее количество подарков могло получиться? (И.И.Богданов)
9. Имеется семь внешне одинаковых монет, среди которых пять настоящих (все пять одинакового веса) и две фальшивые (одинаковые между собой, но легче настоящих). Как с помощью двух взвешиваний на чашечных весах без гирь выделить три настоящие монеты? (Л.А.Емельянов)
10. Докажите, что для любых a и b уравнение (a2–b2)x2+2(a3–b3)x+(a4–b4) = 0 имеет решение. (Районный тур Московской области 1999/2000 г.)
Третий международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 декабря 1999 года

Третий тур 9.12.99. Первая юниорская лига.

1. Какое наибольшее число плиток размером 2(2(1 можно уложить в коробку размером 3(3(3, если грани плиток должны быть параллельны граням коробки. (Тульские олимпиады + жюри)
2. Докажите, что уравнение 
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 имеет хотя бы одно решение в натуральных числах для любого натурального m>1. (Фольклор)
3. Докажите, что для любых a и b уравнение (a2–b2)x2+2(a3–b3)x+(a4–b4) = 0 имеет решение. (Районный тур Московской области 1999/2000 г.)
4 Петя, Коля и Вася решили вместе 100 задач, при этом каждый из них решил ровно 60 задач. Задачу, которую решили все трое назовем легкой, а задачу, которую решил только один из ребят, – трудной. На сколько отличается количество легких задач от количества трудных? (Петербургские олимпиады)
5. Найдите пять чисел, если известно, что их суммы по три равны: 3, 4, 6, 7, 9, 10, 11, 14, 15, 17. (Фольклор)
6. Отрезок, соединяющий середины M и N двух противоположных сторон выпуклого четырехугольника, пересекает его диагонали в точках P и Q. Докажите, что если MP=NQ, то четырехугольник – трапеция или параллелограмм. (З.А. Скопец)
7. Имеется семь внешне одинаковых монет, среди которых пять настоящих (все пять одинакового веса) и две фальшивые (одинаковые между собой, но легче настоящих). Как с помощью двух взвешиваний на чашечных весах без гирь выделить три настоящие монеты? (Л.А.Емельянов)
8. На складе новогодних товаров имеется 10 видов игрушек. Дед Мороз составил из них несколько подарков, каждый из которых содержит ровно пять разных игрушек, причем, в разных подарках содержатся не более двух совпадающих игрушек. Какое наибольшее количество подарков могло получиться? (И.И.Богданов)
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