Третий международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 декабря 1999 года

Первый тур 6.12.99. Высшая лига.

1. На клетчатой плоскости отмечены клетки, центры которых образуют квадратную решетку со стороной 3. Отмеченные клетки покрыты доминошками. Одна доминошка покрывает ровно две соседние по стороне клетки. Докажите, что оставшуюся часть плоскости можно покрыть доминошками. (С.Л.Берлов)
2. Пусть m, N, d1, d2, ..., dN – натуральные числа, причем m < N. Известно, что
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Докажите, что 
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3. В графе с n вершинами (n>5) любые два цикла имеют общую вершину. Какое наибольшее количество ребер может быть в таком графе? (B. Bollobaš)
4. Найдите все непрерывные функции из R в R, удовлетворяющие соотношениям: 
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для любого действительного x. (Эстонские отборы)
5. Дан отрезок АС. Рассматриваются всевозможные треугольники АВС такие, что AB=BC. Найдите геометрическое место всех таких точек Р, лежащих внутри треугольника, что (PAC = (PBA = (PCB. (Д.Ф. Изаак)
6. В треугольнике АВС на стороне АС по порядку выбраны точки В1, В2, …, Вn. Пусть r1, r2, …, rn+1 – радиусы окружностей, вписанных в треугольники АВВ1, В1ВВ2, …, ВnВC, R1, R2, …, Rn+1 – радиусы вневписанных окружностей тех же треугольников, касающихся их сторон, лежащих на отрезке АС. Докажите, что число 
[image: image4.wmf]r

r

r

R

R

R

n

n

1

2

1

1

2

1

K

K

+

+

 не зависит от выбора точек В1, В2, …, Вn. (Все указанные точки различны). (Эстонские отборы)
7. На плоскости отмечены n синих и n красных точек. Проводятся линии, соединяющие пару одноцветных точек. Линии не должны пересекаться во внутренних точках и проходить через другие точки. Каждая пара точек не может быть соединена более одного раза. Какое наименьшее количество линий надо провести, чтобы больше нельзя было провести ни одной линии? (С.Г. Волченков)
8. Пусть 
[image: image5.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

n

x

=
[image: image6.wmf]x

x

x

n

n

(

).

.

.

(

)

!

-

-

+

1

1

, где n – натуральное число. Докажите, что для любых натуральных  a и b число 
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 – целое. (С.А. Злобин)
9. В произведении (1+х)(1+х2) (1+х3)… (1+хn), где n>1 раскрыли все скобки и привели подобные члены. Докажите, что коэффициенты при степенях х в получившемся многочлене сначала возрастают, а потом убывают. (И. Пак)
10. Можно ли оклеить поверхность кубика в один слой 25 одинаковыми прямоугольниками? (С.Г. Волченков)
Третий международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 декабря 1999 года

Первый тур 6.12.99. Первая лига.

1. На клетчатой плоскости отмечены клетки, центры которых образуют квадратную решетку со стороной 3. Отмеченные клетки покрыты доминошками. Одна доминошка покрывает ровно две соседние по стороне клетки. Докажите, что оставшуюся часть плоскости можно покрыть доминошками. (С.Л. Берлов)
2. Пусть m, N, d1, d2, ..., dN – натуральные числа, причем m < N. Известно, что
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Докажите, что 
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3. Точки M и N – середины диагоналей AC и BD вписанного четырехугольника ABCD. Докажите, что если (ABD=(CBM, то (BCN=(ACD. (А.А. Заславский)
4. Найдите все непрерывные функции из R в R, удовлетворяющие соотношениям: 
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для любого действительного x. (Эстонские отборы)
5. Известно, что x19+y19 = x99+y99, где x и y – вещественные числа, причем |x|>1 и |y|>1. Верно ли, что x+y=0? (В.А. Сендеров)
6. В треугольнике АВС на стороне АС по порядку выбраны попарно различные точки В1, В2, …, Вn. Пусть r1, r2, …, rn+1 – радиусы окружностей, вписанных в треугольники АВВ1, В1ВВ2, …, ВnВC, R1, R2, …, Rn+1 – радиусы вневписанных окружностей тех же треугольников, касающихся их сторон, лежащих на отрезке АС. Докажите, что число 
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 не зависит от выбора точек В1, В2, …, Вn. (Эстонские отборы)
7. На плоскости отмечены n синих и n красных точек. Проводятся линии, соединяющие пару одноцветных точек. Линии не должны пересекаться во внутренних точках и проходить через другие точки. Каждая пара точек не может быть соединена более одного раза. Какое наименьшее количество линий надо провести, чтобы больше нельзя было провести ни одной линии? (С.Г. Волчёнков)
8. Пусть 
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, где n – натуральное число. Докажите, что для любых натуральных  a и b число 
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9. В графе n вершин и 4n ребер. Докажите, что в этом графе есть два цикла, не имеющие общих вершин. (Фольклор)
10. Можно ли оклеить поверхность кубика в один слой 25 одинаковыми прямоугольниками? (С.Г. Волчёнков)
Третий международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 декабря 1999 года

Первый тур 6.12.99. Вторая лига.

1. Известно, что x19+y19 = x99+y99, где x и y – вещественные числа, причем |x| > 1 и |y| > 1. Верно ли, что x+y=0? (В.А. Сендеров)
2. Можно ли оклеить поверхность кубика в один слой 25 одинаковыми прямоугольниками? (С.Г. Волченков)
3. Правильный тетраэдр и правильную четырёхугольную пирамиду, у которой боковая грань равна грани тетраэдра, сложили равными гранями. Сколько граней имеет полученный многогранник? (Фольклор)
4. Известно значение числа 
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 Сколько разных значений может принимать число 
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(Найдите все возможные варианты и докажите, что других не бывает). (Московские олимпиады)
5. В волейбольном турнире участвовали 
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команд. Известно, что все команды набрали разное число очков. При каких 
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турнирная таблица однозначно восстанавливается по этому условию? (Жюри)
6. Дан квадратный трёхчлен 
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– х– 36. Найти все целые значения х, при которых значения этого трёхчлена равны квадратам простого числа. (Одна из зарубежных олимпиад)
7. Площадь треугольника равна 1. Найдите наибольшее возможное значение его наименьшей высоты. (Фольклор)
8. На листе бумаги написаны 19 чисел (не обязательно различных). Вася выписал всевозможные пары этих чисел и для каждой пары нашёл произведение чисел, составляющих эту пару. Известно, что среди этих произведений оказалось 16 положительных и 20 отрицательных. Сколько нулей содержится среди девятнадцати исходных чисел? (И.С. Рубанов)
9. У Змея Горыныча х голов. Каждую минуту Иван-Царевич отрубает по одной голове. После каждых четырех отрубленных голов у Змея Горыныча появляется одна новая. На 1999-й минуте змей остался без голов. Найдите х. (Фольклор)
10. Для треугольника АВС верно следующее утверждение: на одной окружности лежат вершины А и В, центр вписанной и описанной окружности. Найдите угол В. (Московские олимпиады)
Третий международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 декабря 1999 года

Первый тур 6.12.99. Высшая юниорская лига.

1. На клетчатой плоскости отмечены клетки, центры которых образуют квадратную решетку со стороной 3. Отмеченные клетки покрыты доминошками. Одна доминошка покрывает ровно две соседние по стороне клетки. Докажите, что оставшуюся часть плоскости можно полностью (без разрывов и наложений) покрыть доминошками. (С.Л.Берлов)
2. В графе n вершин и 4n ребер. Докажите, что в этом графе есть два цикла, не имеющие общих вершин. (Фольклор)
3. Число, меньшее 1000, умножили на 7 и стерли последнюю цифру произведения. Результат умножили на 11 и стерли последнюю цифру произведения. Новый результат умножили на 13 и стерли последнюю цифру произведения. Могло ли в итоге получиться исходное число? (Р.Г. Женодаров)
4. Точки M и N – середины диагоналей AC и BD вписанного четырехугольника ABCD. Докажите, что если (ABD = (CBM, то (BCN = (ACD. (А.А. Заславский)
5. Известно, что x19+y19 = x99+y99, где x и y – вещественные числа, причем |x|>1 и |y|>1. Верно ли, что x+y=0? (В.А. Сендеров)
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6. Дан треугольник ABC. Длина стороны AB равна c, стороны BC – a, стороны CA – b. Стороны продолжили за вершины двумя способами. При первом: сторону AB – за вершину A на расстояние b, за вершину B на расстояние a, сторону BC – за вершину C на расстояние b, за вершину B на расстояние c, сторону AC – за вершину A на расстояние c, за вершину C на расстояние a. При втором: сторону AB – за вершину A на расстояние a, за вершину B на расстояние b, сторону BC – за вершину C на расстояние c, за вершину B на расстояние b, сторону CA – за вершину C на расстояние c, за вершину A на расстояние a. В каждом случае построили выпуклый шестиугольник с вершинами в концах получившихся отрезков (см. рисунок). Сравните площади получившихся шестиугольников. (IMTS, round 14)
7. На плоскости отмечены 40 синих и 40 красных точек. Проводятся линии, соединяющие пару одноцветных точек. Линии не должны пересекаться во внутренних точках и проходить через другие точки. Каждая пара точек не может быть соединена более одного раза. Какое наименьшее количество линий надо провести, чтобы больше нельзя было провести ни одной линии? (С.Г. Волченков)
8. Последовательности {xn} и {an}определены по следующим правилам: x0 равно натуральному числу m; 
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; xn = xn-1 - 3an, n ( 1, где [.] обозначает целую часть числа. Найдите сумму всех ненулевых элементов последовательности {an}. (М.Г.Сонкин)

9. Имеется круглый бассейн радиуса r и много дощечек – единичных отрезков. Разрешается последовательно выкладывать дощечки так, чтобы середина очередной дощечки оказалась между двух ее точек, каждая из которых опирается либо на край бассейна, либо на ранее положенную дощечку. Докажите, что по дощечкам можно добраться до центра бассейна. (А.Я. Белов)
10. Оклейте поверхность кубика в один слой 25 одинаковыми прямоугольниками? (С.Г. Волченков)
Третий международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 декабря 1999 года

Первый тур 6.12.99. Первая юниорская лига.

1. На клетчатой плоскости отмечены клетки, центры которых образуют квадратную решетку со стороной 3. Отмеченные клетки покрыты доминошками. Одна доминошка покрывает ровно две соседние по стороне клетки. Докажите, что оставшуюся часть плоскости можно полностью (без разрывов и наложений) покрыть доминошками. (С.Л. Берлов)
2. В турнире матбоев участвовали 50 команд. Соревнования проходили в один круг (то есть каждая команда сыграла с каждой по одному разу), и в каждом туре играли все команды. Могло ли так случиться, что после 25 туров у 25 команд было по 25 побед? (Жюри)
3. Число, меньшее 1000, умножили на 7 и стерли последнюю цифру произведения. Результат умножили на 11 и стерли последнюю цифру произведения. Новый результат умножили на 13 и стерли последнюю цифру произведения. Могло ли в итоге получиться исходное число? (Р.Г. Женодаров)
4. В прямоугольном треугольнике высота, опущенная из вершины прямого угла, вчетверо меньше гипотенузы. Чему равны углы треугольника? (М.Г. Сонкин)
5. Известно, что x3+y3 = x+y, где x и y – вещественные числа, причем |x| > 1 и |y| > 1. Верно ли, что x+y=0? (В.А. Сендеров + жюри)
6. На оптовом рынке елочные игрушки продаются только наборами из 20, 35 или 50 игрушек. Набор из 20 игрушек стоит 4 рубля, из 35 игрушек – 6 рублей, а из 50 игрушек – 9 рублей. Какое наибольшее количество игрушек можно купить, имея 100 рублей? (Фольклор)
7. У Змея Горыныча х голов. Каждую минуту Иван-Царевич отрубает по одной голове. После каждых четырех отрубленных голов у Змея Горыныча появляется одна новая. На 1999-й минуте змей остался без голов. Найдите х. (Фольклор)
8. Докажите, что если n делится на 2 или на 3, то поверхность кубика можно оклеить в один слой n одинаковыми прямоугольниками? (С.Г. Волченков)
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